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Resumen
Se aborda el estudio de las propiedades de transporte io´nico en electrolitos so´lidos mi-
croestructurados. Inicialmente se presentan experimentos que permiten observar de manera
preliminar y cualitativa el efecto de los cambios de la cristalinidad y concentracio´n de litio
sobre la conductividad io´nica en pol´ımeros semicristalinos.
En el aspecto teo´rico, el trabajo de correlacionar las propiedades de transporte ma-
crosco´picas con la microestructura subyacente en electrolitos so´lidos es una tarea compleja
que generalmente requiere resolver un sistema de ecuaciones de electrodifusio´n no lineales,
acopladas, con coeficientes variables. Se considera el transporte de mu´ltiples especies io´nicas
por difusio´n y migracio´n a trave´s de electrolitos so´lidos microestructurados en presencia de
fuertes campos ele´ctricos. Se asumen relaciones constitutivas derivadas de potenciales de
disipacio´n y energ´ıa convexos que garantizan la consistencia termodina´mica del sistema. La
respuesta efectiva es determinada a partir de un ana´lisis de convergencia multi-escala de las
ecuaciones de campo correspondientes. La respuesta efectiva homogenizada involucra varios
tensores efectivos pero todos ellos requieren la solucio´n de so´lo un problema de conductivi-
dad esta´ndar sobre el elemento de volumen representativo. Se deriva, a modo de ejemplo,
un modelo multiescala de un electrolito polime´rico semicristalino con morfolog´ıa esferul´ıtica,
aplicando la teor´ıa desarrollada a una clase espec´ıfica de microgeometr´ıas bidimensionales
para las cuales la respuesta efectiva puede ser calculada de manera exacta. Se deriva tambie´n
un modelo ma´s general en el que se considera una dispersio´n aleatoria de part´ıculas y sus in-
terfaces con el medio. En ambos casos se obtienen expresiones expl´ıcitas para los para´metros
materiales efectivos. Dichos modelos son utilizados para explorar el efecto de la cristalinidad
y el contenido de part´ıculas sobre la respuesta efectiva. Las predicciones son consistentes con
xi
resultados experimentales recientes en sistemas de o´xido de polietileno (PEO) dopado que
sugieren que la fase cristalina y aniso´tropa, a lo largo de ciertas direcciones, podr´ıa presentar
mejores propiedades de transporte io´nicas que la fase amorfa, debido a la morfolog´ıa de las
cadenas polime´ricas. Los resultados adema´s son consistentes con observaciones que indican
que la inclusio´n de part´ıculas cera´micas mejora la conductividad y el nu´mero de transporte
io´nico a causa de los efectos de interface.
En el caso de sistemas materiales no lineales la respuesta efectiva fue deducida de manera
heur´ıstica a partir de un ana´lisis de convergencia multi-escala de las ecuaciones de campo
correspondientes. La respuesta efectiva homogenizada involucra un potencial efectivo por
especie. Cada potencial es matema´ticamente af´ın al de un conductor esta´ndar no lineal. Una
te´cnica de homogenizacio´n lineal de comparacio´n es utilizada para generar las estimaciones
de dichos potenciales no lineales en te´rminos de las estimaciones disponibles correspondientes
a los conductores lineales. A manera de ejemplo, se hace uso de las aproximaciones lineales de
Maxwell-Garnet y del Medio Efectivo para generar estimaciones para sistemas bifa´sicos con
disipaciones del tipo ley de la potencia. Fo´rmulas expl´ıcitas son presentadas para algunos
casos l´ımite. En el caso de respuestas del tipo umbral, las estimaciones presentan l´ımites
diluidos no anal´ıticos y ser´ıan consistentes con campos localizados en caminos de mı´nima
energ´ıa.
xii
Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
El transporte io´nico en so´lidos ha sido objetivo de numerosos trabajos de investigacio´n
en los u´ltimos 40 an˜os ya que sus potenciales aplicaciones tecnolo´gicas brindar´ıan ventajas
sustanciales en diversos sistemas.
Las bater´ıas convencionales de ion-litio consisten en un ca´todo de un o´xido o sulfuro
meta´lico, un a´nodo de grafito o silicio, y un electrolito l´ıquido intercalado entre ambos que
permite el flujo de iones de litio pero impide el flujo de electrones. La posibilidad de reem-
plazar el electrolito l´ıquido por un electrolito so´lido resulta sumamente atractiva por cuanto
la ausencia de una fase l´ıquida mejora la seguridad, durabilidad y confiabilidad de la bater´ıa
y simplifica su disen˜o (ej., Teofilo & Nadel 1998). Ma´s au´n, la bater´ıa de estado so´lido as´ı
obtenida puede tener capacidad portante suficiente como para oficiar de fuente de potencia y
de elemento estructural simulta´neamente, acun˜ando as´ı el concepto de “bater´ıa estructural”.
La posibilidad de combinar estas dos funciones en un solo elemento resulta sumamente atrac-
tiva en aplicaciones donde es cr´ıtico minimizar el peso o volumen estructural asociado a las
fuentes de potencia ele´ctricas. Tal es el caso, por ejemplo, de veh´ıculos ae´reos no tripulados
propulsados por motores ele´ctricos, en los que las bater´ıas pueden representar una fraccio´n
considerable de la masa total y que podr´ıan ser integradas en los perfiles aerodina´micos de
los mismos (ej., Christodoulou & Venables 2003), generando mayor volumen libre.
Bajo el mismo concepto, diversos disen˜os de sate´lites se podr´ıan ver beneficiados inte-
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grando las bater´ıas dentro de su estructura. De esta manera se reducir´ıa o eliminar´ıa por
completo el peso de las estructuras para´sitas que so´lo cumplen la funcio´n de alojar la ba-
ter´ıa. Incluso para ciertas relaciones de peso del sate´lite y capacidad de las bater´ıas (como
en el caso de minisate´lites –hasta 500 kg.–), las reducciones de peso podr´ıan ser mayores au´n
(ve´ase Roberts & Aglietti 2007).
En el a´mbito de las aplicaciones de uso masivo se puede citar el caso de los automo´viles
ele´ctricos, la electro´nica de consumo y flexo-electro´nica, que son algunos de los mu´ltiples
productos que podr´ıan explotar las posibilidades que las bater´ıas de estado so´lido ofrecer´ıan
de estar disponibles en el mercado. En el caso puntual de los automo´viles, por citar un ejemplo
ya desde 2012 se esta´n desarrollando prototipos en conjunto con Volvo Car Corporation
(ve´ase Asp et al. 2015) donde bater´ıas multifuncionales integradas en el fondo del bau´l y
el techo, reemplazando paneles meta´licos, podr´ıan reducir desde un 15% el peso total del
veh´ıculo, aumentando su rango de alcance.
Las propiedades del electrolito so´lido que ma´s impactan en el desempen˜o de una bater´ıa
son la conductividad io´nica, la estabilidad electroqu´ımica, la rigidez y la densidad. Dada esta
multiplicidad de propiedades a optimizar, actualmente se desarrollan electrolitos cera´micos,
polime´ricos e incluso multifa´sicos (ve´ase, por ejemplo, Syzdek et al. 2009, Fergus 2010, Funke
2013). T´ıpicamente, estos electrolitos se fabrican en forma de films con espesores de entre
1 µm y 500 µm dependiendo del material (ve´ase por ej. Latham & Linford 1987, Tatsumisago
et al. 2013).
El transporte de iones a trave´s de electrolitos so´lidos ocurre por el salto de iones (hopping)
entre sitios de coordinacio´n distribuidos por la estructura molecular (ej., Fritzsche & Pollak
1990). Bajo intensidades de campo ele´ctrico bajas, este mecanismo de transporte produce
un flujo de iones proporcional a la intensidad de campo. Para intensidades de campo mode-
radas, sin embargo, el flujo de iones se incrementa de manera no lineal con la intensidad de
campo, generalmente siguiendo una ley de tipo seno hiperbo´lico (ej., Heuer et al. 2005). Fi-
nalmente, bajo intensidades de campo suficientemente altas se produce la rotura ele´ctrica del
electrolito (ej., Sequeira & Hooper 1992). En todos los casos, las propiedades de transporte
dependen fuertemente de las caracter´ısticas microestructurales del electrolito. En el caso de
electrolitos cera´micos policristalinos, por ejemplo, el transporte de iones puede verse fuer-
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temente afectado por la presencia de precipitados intragranulares, inclusiones de segundas
fases, porosidad, e incluso variaciones composicionales a trave´s de los granos (ej., Badwal &
Drennan 1994). En el caso de electrolitos polime´ricos semicristalinos, se suma la morfolog´ıa
microestructural (esferul´ıtica, laminar, etc.) que adoptan las fases amorfas y cristalinas (ej.,
Minami et al. 2005, Marzantowicz et al. 2008, Fullerton-Shirey & Maranas 2009). Las escalas
de longitud caracter´ısticas de estas heterogeneidades microestructurales pueden variar desde
algunos nano´metros hasta algunos micro´metros. A pesar de ello, cambios moderados en al-
gunas ellas pueden producir cambios pronunciados en las propiedades de transporte io´nico.
Por ejemplo, la conductividad io´nica de o´xidos de polietileno dopados puede incrementarse
o´rdenes de magnitud cuando su microestructura laminar se reorienta por deformacio´n (Go-
lodnitsky & Peled 2000). En consecuencia, la conductividad io´nica de un electrolito so´lido
puede variar significativamente cuando las condiciones bajo las cuales se procesa o se utiliza
favorecen variaciones microestructurales. El desarrollo tanto de la ciencia como de la te´cnica
de electrolitos so´lidos requiere pues teor´ıas constitutivas que correlacionen las propiedades de
transporte io´nico con las caracter´ısticas microestructurales subyacentes. El presente trabajo
tiene como principal objetivo desarrollar un formalismo teo´rico que permita determinar tales
correlaciones en electrolitos donde las escalas de longitud caracter´ısticas de las heterogenei-
dades microestructurales relevantes son mucho menores que las dimensiones caracter´ısticas
del sistema.
Se requiere pues un formalismo capaz de describir feno´menos de transporte io´nico no
lineales a trave´s de medios microestructurados con mu´ltiples escalas espaciales. Las teor´ıas
multiescala propuestas hasta el momento asumen, invariablemente, una relacio´n lineal entre
el flujo de iones y la intensidad de campo ele´ctrico. Ma´s au´n, la mayor parte de las esti-
maciones disponibles (ej., Siekierski & Nadara 2005, Belova & Murch 2005, Kalnaus et al.
2011) emplean descripciones muy elementales del feno´meno de transporte (ej., ley de Ohm)
y de las heterogeneidades materiales (ej., redes de resistores aleatorias). El formalismo aqu´ı
propuesto permite incorporar descripciones realistas tanto del feno´meno de transporte como
de las heterogeneidades materiales. La derivacio´n se apoya en la f´ısica de medios continuos
y en me´todos variacionales de homogenizacio´n asinto´tica junto con me´todos de linearizacio´n
basados en el concepto de “medio lineal de comparacio´n”. Rigurosos me´todos de homogeniza-
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cio´n asinto´tica ya han sido utilizados para estudiar celdas microestructuradas con electrolitos
l´ıquidos por Allaire et al. (2010) y Schmuck & Bazant (2015), y me´todos de linearizacio´n
basados en “medios lineales de comparacio´n” de complejidad creciente ya han sido utilizados
para estudiar la conductividad ele´ctrica en sistemas no lineales por Ponte Castan˜eda (1992,
2001) y Kailasam & Ponte Castan˜eda (1997). Estos trabajos constituyen pues un punto de
partida para el presente.
La exposicio´n del trabajo comienza en el Cap´ıtulo 2 con un caso de estudio experimental
que pone en evidencia la gran influencia que puede tener la microestructura de un electrolito
so´lido en la conductividad io´nica. En el Cap´ıtulo 3 se propone el formalismo teo´rico general,
va´lido para electrolitos so´lidos constituidos por un nu´mero arbitrario de fases capaces de
conducir un nu´mero arbitrario de especies io´nicas, introduciendo las principales hipo´tesis y
derivando las restricciones constitutivas impuestas por la termodina´mica de medios conti-
nuos. El Cap´ıtulo 4 considera el caso particular en el que el transporte io´nico obedece una
ley lineal. All´ı se asume que la microestructura exhibe mu´ltiples escalas espaciales carac-
ter´ısticas y se utiliza un me´todo de convergencia multiescala para homogenizar el sistema
de ecuaciones diferenciales pertinente. Se obtiene as´ı un formalismo teo´rico multiescala para
el transporte io´nico a trave´s de electrolitos so´lidos microestructurados. Dicho formalismo se
utiliza en el Cap´ıtulo 5 a modo de ejemplo para construir un modelo bidimensional de un
o´xido de polietileno dopado cuyas predicciones permiten evaluar diversas hipo´tesis acerca de
las propiedades de transporte de las fases amorfas y cristalinas. El formalismo del Cap´ıtulo
4 se generaliza luego en el Cap´ıtulo 6 para leyes de transporte io´nico no lineales siguiendo un
razonamiento heur´ıstico. El formalismo no lineal resultante se utiliza en el Cap´ıtulo 7 para
derivar estimaciones de las propiedades de transporte io´nico en sistemas materiales de tipo
matriz-inclusio´n y granulares. Para ello se emplea una linearizacio´n basada en el concepto
de ‘medio lineal de comparacio´n’ de tipo secante generalizada. Asumiendo una ley potencial
para el transporte io´nico se evalu´an las capacidades de dicha linearizacio´n para lidiar con
respuestas fuertemente no lineales. Finalmente, en el Cap´ıtulo 8 se exponen las principales
conclusiones del trabajo y las perspectivas futuras del programa aqu´ı iniciado. La exposicio´n
contiene, a su vez, un ape´ndice en el que se proveen los resultados de las mediciones que
permitieron obtener los resultados del Cap´ıtulo 2.
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Cap´ıtulo 2
Caso de Estudio
2.1. O´xidos de polietileno dopados
Los materiales polime´ricos constituyen una opcio´n particularmente atractiva para la fa-
bricacio´n de electrolitos so´lidos debido a su baja densidad, facilidad de procesamiento y bajo
costo de fabricacio´n. A su vez, la flexibilidad caracter´ıstica de los pol´ımeros permite que el
electrolito acompan˜e las deformaciones de los electrodos producidas por la litiacio´n e incluso
representa una gran ventaja para posibles aplicaciones en flexo-electro´nica.
El pol´ımero ma´s estudiado hasta el momento para bater´ıas de iones de litio es el o´xido
de polietileno —PEO por sus siglas en ingle´s— dopado con una sal de litio como el ioduro
o el perclorato de litio. Otros ejemplos incluyen el polivinilideno fluorado, el poliuretano
y copol´ımeros como el poliacrilonitrilo. Todos ellos pueden emplearse tanto en su forma
monol´ıtica como reforzados, por ejemplo, con part´ıculas cera´micas microme´tricas.
A temperatura ambiente estos pol´ımeros son semi-cristalinos, usualmente presentan mi-
croestructuras esferul´ıticas (ve´ase, por ejemplo, Robitaille & Fauteux 1986, Marzantowicz
et al. 2008, Fullerton-Shirey & Maranas 2009) y tienen la capacidad de disolver las sales
de litio y separarlas en catio´n y anio´n para propiciar el mecanismo de hopping. Las fa-
ses amorfas y cristalinas se combinan espacialmente de diversas maneras dependiendo de la
constitucio´n del material y del proceso de fabricacio´n —ve´ase las Figuras 2.1 y 2.2. Estas dos
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Figura 2.1: Esquema de la variacio´n de la microestructura del PEO con la temperatura y la concentracio´n
de LiClO4 (extra´ıdo de Fullerton-Shirey & Maranas 2009).
fases poseen propiedades meca´nicas e io´nicas distintas. Las propiedades macrosco´picas del
pol´ımero dependen pues de las propiedades locales de las fases y de su distribucio´n espacial:
la microestructura. Estas caracter´ısticas dependen a su vez de la temperatura.
Una gran parte de los estudios sobre electrolitos polime´ricos se concentran en la variacio´n
de la conductividad io´nica con la temperatura. La Figura 2.3-a muestra resultados en o´xidos
de polietileno dopados con diversas sales de litio. La conductividad aumenta con la tempe-
ratura debido al efecto que e´sta produce en el mecanismo de interaccio´n ion-macromole´cula
—ve´ase, por ejemplo, Heumen & Stevens (1995). Se observa que al variar la temperatura de
20◦C a 60◦C la conductividad aumenta en dos o´rdenes de magnitud.
Como la proporcio´n de fase cristalina disminuye con la temperatura, los trabajos pioneros
de la e´poca moderna sobre estos materiales han expuesto un notable aumento de las propie-
dades de transporte io´nico al incrementar la temperatura, feno´meno siempre acompan˜ado
por una considerable reduccio´n en la cristalinidad (Berthier et al. 1983). Estas observacio-
nes fomentaron las hipo´tesis que aseguran que es la fase amorfa la principal responsable de
determinar las propiedades de transporte io´nico en po´l´ımeros semicristalinos. Debido a ello,
6
CAPI´TULO 2. CASO DE ESTUDIO
a) b)
Figura 2.2: Microestructuras de pol´ımeros semi-cristalinos a temperatura ambiente: a) estructuras esfe-
rul´ıticas de un PEO dopado con perclorato de litio (extra´ıdo de Marzantowicz 2008), b) estructura granular
en un polietileno cristalizado (extra´ıdo de Boudet 2003).
casi la totalidad de los trabajos se han centrado en generar complejos polime´ricos con la
mı´nima cristalinidad posible –ve´ase Funke (2013).
Sin embargo, estudios relativamente recientes han demostrado que la conductividad del
PEO puede incrementarse varios o´rdenes de magnitud cuando los espec´ımenes son sometidos
a largas deformaciones (Golodnitsky & Peled 2000, Golodnitsky et al. 2001, Minami et al.
2005). La Figura 2.4 muestra resultados para PEO dopado con LiClO4. Estas observaciones
sugieren que probablemente sea la fase cristalina, altamente aniso´tropa, la que tal vez pueda
ofrecer mejores propiedades de transporte, a lo largo de las direcciones alineadas con los ejes
de deformacio´n, incluso por encima de los valores de conductividad de la fase amorfa. Cabe
recordar que, el PEO cristalino consiste de celdas unitarias monocl´ınicas conformadas por
cadenas helicoidales, las cuales favorecen el transporte io´nico a lo largo del eje del helicoide
(ve´ase Gitelman et al. 2008). Mediciones por difraccio´n de rayos X sugieren que este aco-
plamiento meca´nico-io´nico es resultado de la reorientacio´n de las cadenas polime´ricas, tanto
en las fases amorfas como en las cristalinas, inducida por la deformacio´n aplicada —ve´ase
la Figura 2.5. Finalmente, todo esto suguiere que se podr´ıan conseguir complejos de PEO
y litio altamente cristalinos adoptando la estrategia de modificar la textura crsitalogra´fica,
reemplazando el enfoque habitual centrado en reducir la cristalinidad.
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a) b)
Figura 2.3: Conductividad io´nica del PEO como funcio´n de la temperatura: a) PEO con diversas sales de
litio, b) PEO con diversos plastificadores y part´ıculas cera´micas. Extra´ıdo de Fergus (2010).
Paralelamente, estudios sobre diferentes compuestos polime´ricos han revelado que tanto
la conductividad io´nica como el nu´mero de transporte catio´nico pueden aumentar al agregar
part´ıculas cera´micas a los complejos de PEO y litio, por ejemplo o´xido de aluminio (Al2O3)
o dio´xido de zirconio (ZrO2) —ve´ase Croce et al. (2001) y (2006), Ciocek et al. (2007),
Capuano et al. (1991). La Figura 2.3-b muestra la conductividad io´nica de PEOs con diversos
cera´micos —CuO, SiO2, Al2O3— y otros aditivos polime´ricos. La l´ınea de puntos denota la
envolvente de las curvas mostradas en la Figura 2.3-a. Se observa que la conductividad io´nica
de los compuestos es superior a la del PEO monol´ıtico y adopta valores cercanos a 10−3 S/cm
a temperatura ambiente, nivel mı´nimo habitualmente requerido en aplicaciones tecnolo´gicas.
El contenido de part´ıculas o´ptimo dependera´ de la aplicacio´n espe´cifica, ya que tambie´n se
ven afectadas la rigidez y la densidad del electrolito. La rigidez de los compuestos de PEO
es mayor a la del PEO monol´ıtico —lo cual puede ser beneficioso para algunas aplicaciones
pero perjudicial para otras tales como las bater´ıas flexibles— pero tambie´n lo es la densidad.
Si bien las part´ıculas cera´micas son aislantes io´nicas, dicho incremento ha sido explicado
a trave´s del efecto que introducen las interfases entre las part´ıculas y el pol´ımero, donde se
generan zonas amorfas que proveen de “anclajes” qu´ımicos a los aniones. Dicha hipo´tesis
gana fuerza al verificar que el tratamiento superficial de las part´ıculas introducidas tiene
un gran impacto en las propiedades de transporte del compuesto polime´rico (Croce et al.
2001). En cualquier caso, la presencia de part´ıculas en el compuesto incorpora otra variable
microestructural que debera´ tenerse en cuenta en el ana´lisis micromeca´nico de electrolitos
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Figura 2.4: Variacio´n de la conductividad io´nica longitudinal a temperatura ambiente con la deformacio´n
en PEO dopado con LiClO4. PEO-nn corresponde a un PEO con nn mol% de sales. Extra´ıdo de Minami et
al. (2005).
compuestos.
Figura 2.5: Microestructura de LiI-PEO no deformada (izquierda) y deformada (derecha). Extra´ıdo de
Golodnitsky & Peled (2000).
2.2. Estudio experimental
En virtud de lo expuesto se llevaron a cabo una serie de mediciones experimentales
propias con el objetivo de correlacionar, al menos cualitativamente, la microestructura de
estos pol´ımeros semicristalinos con la conductividad io´nica. Como sistema material de estudio
se adopto´ el o´xido de polietileno (PEO, por sus siglas en ingle´s), dopado con sales de cloruro
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de litio (LiCl). Los motivos de eleccio´n de dicho sistema son principalmente su relativa
sencillez de fabricacio´n y la numerosa informacio´n experimental disponible sobre el mismo.
La idea fundamental fue monitorear los cambios en la conductividad que pudieran apa-
recer por cambios en la microestructura. Dichos cambios fueron generados de dos maneras:
por efecto del paso del tiempo y a causa de las diferentes concentraciones de sales de litio.
Como ya veremos ma´s adelante en la discusio´n de los resultados, sendos cambios impactan
en la microestructura, modificando la cristalinidad y la forma en que las fases se organizan
a nivel micro y meso estructural.
En l´ıneas generales las probetas fueron obtenidas por el me´todo de casteo y estudiadas
microestructuralmente a trave´s de la te´cnica de Calorimetr´ıa Diferencial de Barrido (DSC,
por su siglas en ingle´s) con el objetivo de poder estimar su cristalinidad. Mediciones comple-
mentarias de cristalinidad fueron realizadas mediante la te´cnica de Difraccio´n de Rayos X
(XRD, por sus siglas en ingle´s). La conductividad io´nica fue obtenida mediante ensayos de
conductividad en corriente continua, realizados con una adaptacio´n del me´todo de las cuatro
puntas particularmente desarrollado para el presente trabajo.
Las propiedades de las probetas son medidas al momento de su desmolde, es decir al
ser fabricada, luego dejadas envejecer a temperatura y humedad controlada con el objetivo
de permitir que su microestrcutura evolucione hacia un estado ma´s ordenado y por ende
su cristalinidad aumente. Luego de ciertos intervalos de tiempo de espera, la conductividad
es nuevamente medida y la calorimetr´ıa diferencial de barrido es nuevamente efectuada, a
modo de poder cuantificar ese cambio en la microestrctura. Teo´ricamente la microestructura
debera´ ser cada vez ma´s cristalina con el pasar del tiempo y la conductividad io´nica deber´ıa
descender, en concordancia con la mayor´ıa de las observaciones experimentales que esta´n
disponibles en la literaura de referencia.
Particularmente las probetas fueron fabricadas con concentracio´n molar de PEO:litio
de 10:1, 20:1 y 30:1. Sobre todas ellas se midio´ la conductividad a lo largo del tiempo. Se
fabricaron 3 probetas de cada concentracio´n, de las cuales se extrajeron 3 recta´ngulos de cada
una para medir la conductividad y una numerosa cantidad de trozos menores para realizar
los barridos de DSC. El monitoreo de la evolucio´n de la microestructura fue cuantificado
a trave´s de los barridos de DSC, los cuales por una cuestio´n de recursos y de tiempos de
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ana´lisis, fueron realizados solamente sobre las probetas de concentracio´n 20:1. La eleccio´n de
las mismas fue debido a que se cuenta con ma´s datos experimentales en materiales de esta
concentracio´n de litio y eso facilita poder comparar los valores obtenidos.
2.3. Obtencio´n de las pel´ıculas polime´ricas
Para obtener pel´ıculas de PEO se utilizo´ el me´todo de casteo (ve´ase, por ejemplo, “Poly-
mer Electrolytes: Fundamentals and Applications”, Sequeira & Santos, 2010), en el cual se
disuelven el pol´ımero y las sales en las proporciones deseadas utilizando un solvente. Luego,
dicha solucio´n se vierte sobre moldes, donde se permite que el solvente se evapore, dejando
los so´lidos unidos. En este proceso las cadenas polime´ricas se “distienden” en la solucio´n
permitiendo la unio´n de sus terminales con las sales de litio, ya que el o´xido de polietileno
tiene la propiedad de separar las sales de litio en anio´n y catio´n. Luego, permitiendo que el
solvente se evapore lentamente, las cadenas polime´ricas van ganando un cierto ordenamiento
que da como resultado estructuras semicristalinas esferul´ıticas.
El o´xido de polietileno se obtuvo de la empresa Sigma-Aldrich con un peso molecular
Mv = 600000, y fue utilizado en forma de polvo. El cloruro de litio, tambie´n en formato en
polvo, fue obtenido de la empresa Anedra. El solvente utilizado fue acetonitrilo grado HPLC
99.9% de la empresa J.T. Baker.
Previo a su uso, tanto el PEO como el cloruro de litio fueron secados al vac´ıo durante 24
horas, a una temperatura de 45◦C y 120◦C respectivamente, de modo de extraer la humedad
que pudieran contener. Una vez finalizado el secado, cada componente fue disuelto en aceto-
nitrilo. El PEO y el cloruro de litio fueron disueltos en una proporcio´n 1/10 en acetonitrilo,
por separado, dejando las soluciones en agitacio´n (mediante agitadores magne´ticos) durante
48 horas, para asegurarse la homogenizacio´n de la misma. Luego, cada solucio´n fue sometida
durante 15 minutos a un agitador ultraso´nico, como etapa final de la homogenizacion. Dentro
de los recipientes donde se realizaron las soluciones se barrio´ el aire utilizando nitro´geno y
fueron cerrados herme´ticamente, con el objetivo de generar una atmo´sfera inerte y minimizar
la presencia de humedad.
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Probeta Moles de PEO:Moles de Li Espesor promedio [µm]
10:1-1 10:1 228
10:1-2 10:1 226
10:1-3 10:1 224
20:1-1 20:1 230
20:1-2 20:1 195
20:1-3 20:1 196
30:1-1 30:1 180
30:1-2 30:1 154
30:1-3 30:1 192
Tabla 2.1: Nomenclatura y espesor promedio de las probetas casteadas.
El molde utilizado para castear las probetas fue fabricado espec´ıficamente para este traba-
jo sobre una placa de politetrafluoroetileno (Teflon); en el mismo se mecanizaron recta´ngulos
de diversos taman˜os (ve´ase la Figura 2.6-b) con una profundidad de 3 mil´ımetros, suficiente
para albergar un volu´men de solucio´n que permita la evaporacio´n del solvente, dejando la
cantidad de so´lido buscada para obtener pel´ıculas del espesor deseado. Debido a la alta dilu-
cio´n requerida por el PEO en acetonitrilo para poder asegurar una correcta homogenizacio´n
de la solucio´n es necesario realizar varias adiciones de solucio´n al molde a medida que el
solvente evapora, para poder obtener pel´ıculas del espesor buscado y que sean sencillas de
manipular. El objetivo era obtener pel´ıculas de 200 micrones de espesor, en promedio.
El procedimiento de casteo de las soluciones sobre el molde fue realizado dentro del
ambiente controlado del laboratorio donde el molde fue dispuesto dentro de una caja de
acr´ılico, a fin de minimizar la posibilidad de contaminacio´n o corrientes de aire sobre las
soluciones. A lo largo de cada d´ıa de casteo se fue vertiendo solucio´n cuatro veces en cada
molde, de manera espaciada, permitiendo que el solvente evapore lentamente entre adicio´n y
adicio´n. De esa manera se obtuvieron pel´ıculas de un espesor promedio de 203 micrones. Las
mediciones de espesor fueron realizadas con un micro´metro marca Mitutoyo y se presentan
en la tabla 2.1.
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a) b)
Figura 2.6: a) Ima´genes de las pel´ıculas casteadas, cada una mide 2.7 x 1.7 cm aproximadamente. b) Molde
de teflon. En la parte superior se pueden observar los hilos de titanio asegurados en el molde y las primeras
6 divisiones contando desde la izquierda esta´n llenas con PEO. El ancho de cada divisio´n es de 3 cm.
2.4. Medicio´n de conductividad io´nica
Para poder realizar las mediciones de conductividad io´nica, el me´todo elegido fue el
de cuantro puntas de corriente continua (ve´ase, por ejemplo, Blythe & Bloor 2005). Dicho
me´todo permite de forma ra´pida y directa obtener mediciones con un sencillo postproceso
de los resultados. Antes de pasar a la explicacio´n del me´todo, cabe enfatizar que no fue el
objetivo de este trabajo obtener el valor exacto de la conductividad de cada probeta, para lo
cual el me´todo de cuatro puntas de corriente continua no es el ma´s apropiado. En el caso de
querer obtener valores absolutos de conductividad el me´todo de impedancia espectrosco´pica
hubiese sido el correcto. Como el intere´s fue so´lo estudiar el cambio en dicha propiedad y
el me´todo de cuatro puntas es directo y de menor costo (tanto de equipamiento como de
postproceso), este u´ltimo prevalecio´ en la eleccio´n.
Escencialmente, el me´todo de cuatro puntas de corriente continua consta de cuatro pun-
tos de conexio´n sobre la probeta a ser ensayada. Entre dos de estos puntos se establece
una corriente fija y entre otros dos puntos se mide la ca´ıda de potencial. Con las medidas
geome´tricas de la probeta y el valor de ca´ıda de potencial, se puede calcular el valor de
conductividad (o resistencia) de la misma. Para esta tesis se evaluaron tres me´todos de me-
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dicio´n que se detallara´n a continuacio´n; a modo de referencia los llamaremos: me´todo cla´sico,
me´todo de conexiones embebidas y me´todo de placa de cobre.
Elme´todo cla´sico consta de cuatro conexiones independientes, dos de ellas conectadas a
una fuente de corriente continua y otras dos a un mult´ımetro de alta impedancia de entrada.
El objetivo de cada punta es hacer contacto (idealmente) en un solo punto de la probeta.
El or´ıgen de dicho me´todo se debe a la utilizacio´n de las puntas cla´sicas de los instrumentos
de medicio´n ele´ctrica. En este caso se probaron las puntas que vienen de fa´brica en los
instrumentos utilizados pero la metodolog´ıa se volv´ıa poco pra´ctica al momento de mantener
la corriente aplicada durante un tiempo prolongado. Como una evolucio´n del me´todo cla´sico
se reemplazo´ las puntas por elementos meta´licos de alta conductividad con una punta afilada.
Dichas puntas fueron fijadas en un acr´ılico aislante a una distancia fija entre ellos, a modo
de simplificar la operacio´n de contacto entre las 4 puntas y la probeta. Este me´todo cla´sico
fue descartado luego de las primeras pruebas, principalmente debido a que no es sencillo
asegurar el contacto correcto entre las puntas y la probeta, adema´s debido a que al reiterar
los ensayos las probetas se ve´ıan dan˜adas, sobre todo con las segundas puntas utilizadas, a
causa del filo del extremo en contacto. Pero ma´s alla´ de la dificultad pra´ctica, el me´todo
no asegura una circulacio´n de la corriente de manera homoge´nea a lo largo de la probeta,
ya que son so´lo puntos donde se aplica la corriente y por ende es de esperar que las l´ıneas
de corriente tiendan a converger a los puntos de aplicacio´n. Esto podr´ıa falsear las medidas
de conductividad donde se espera que el frente de avance de la corriente sea parejo en todo
el ancho de la muestra. Adema´s se hace imposible cuantificar que´ porcio´n de la corriente
circula por el interior de la probeta respecto a las corrientes que puedan establecerse a lo
largo de las superficies.
El me´todo de conexiones embebidas fue ideado especialmente para este trabajo,
basa´ndonos en me´todos similares (ve´ase Golodnitsky & Peled, 2000). Ba´sicamente en es-
te esquema se incluyen “dentro” de la probeta, durante su fabricacio´n, cuatro filamentos
conductivos que sera´n las “4 puntas” del me´todo. Esto permite distribuir mejor en todo el
ancho de la pel´ıcula la zona de aplicacio´n de la corriente y por ende tender a un esquema
ma´s parejo de l´ıneas de corriente. En la referencia citada, los terminales conectores quedaban
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a) b)
Figura 2.7: a) Esquema del me´todo de las cuatro puntas. b) Dispositivo de teflon para ensayo de conduc-
tividad de cuatro puntas.
inclu´ıdos en el medio de dos probetas previamente fabricadas y prensadas en caliente para
poder unirlas. Esta pra´ctica fue descartada debido a que al prensar en caliente las probe-
tas, se induce un cambio en la microestructura no deseado para el tipo de caracterizacio´n
llevado a cabo. Para evitar esto es que se disen˜o´ un molde en el cual fuera posible situar los
filamentos conductivos previamente al casteo de las probetas, como se puede obsrevar en la
Figura 2.6-b. Los alojamientos longitudinales donde se apoyan los filamentos esta´n elevados
del fondo del molde de la probeta unos 100 micrones, a efectos de dejarlos aproximadamente
en el medio de las probetas de 200 micrones que se fabricar´ıan con dicho molde. En la pra´cti-
ca el proceso de asegurar los filamentos represento´ una cierta dificultad de armado, pero se
logro´ obtener pel´ıculas del espesor esperado con los filamentos completamente embebidos
en las mismas. Como filamentos se evaluaron tres opciones: cobre, aluminio y titanio. Los
primeros dos, en los espesores necesarios para ser embebidos en un film de 200 micrones de
espesor, presentaban una resistencia meca´nica muy baja y tend´ıan a cortarse al asegurarlos
en el molde o al manipularlos posteriormente. Por este motivo se decidio´ utilizar alambres de
titanio debido a su mayor resistencia meca´nica y resistividad ele´ctrica aceptable. Si bien la
conductividad del titanio es muy inferior a la del cobre y a la del aluminio, se encuentra va-
rios o´rdenes de magnitud por encima de la del PEO dopado con litio, por ende no introduce
un error apreciable en las mediciones. Este me´todo arrojo´ varios resultados pero finalmente
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fue reemplazado por el me´todo de placa de cobre ya que, como detallaremos, era de ma´s
sencilla ejecucio´n y brindaba ma´s confiabilidad sobre la consistencia de los resultados.
El me´todo de placa de cobre esta´ basado en el me´todo de las cuatro puntas, para el
cual se dispuso de dos placas planas de cobre de 1.5 x 1.5 cm, pulidas, del mismo taman˜o
entre s´ı e idealmente del mismo taman˜o de las probetas a ensayar. Dichas placas de cobre
tienen dos pares de conexiones, las cuales como en el me´todo de cuatro puntas, son dos para
establecer la diferencia de potencial ele´ctrico y las otras dos para medir la corriente (o ca´ıda
de potencial). Particularmente para este caso, cada placa de cobre tiene una conexio´n de
cada tipo (una para establecer la diferencia de potencial y una de medicio´n); debido a la
alta conductividad del cobre, sobre todo respecto a la de las probetas en ensayo, se considera
que cada placa esta´ a un equipotencial y por ende que la medicio´n de corriente (o ca´ıda
de potencial) se esta´ realizando “en el mismo punto” en el cual se establece la diferencia
de potencial, si bien f´ısicamente esta´n en diferentes lugares de cada placa. El disen˜o del
instrumento se completa con dos soportes de politetrafluoroetileno (Teflon) que contienen
cada placa de cobre y sus conexiones, para no comprometer la integridad de las mismas
durante la manipulacio´n y para aislar ele´ctricamente el ensayo. Tanto el establecimiento de
la diferencia de potencial como las mediciones de corriente (o ca´ıda de potencial) fueron
realizadas con un microvolt´ımetro Keithley 197A.
El procedimiento de ensayo de cada probeta consiste en colocar un film del espe´cimen del
taman˜o de las placas de cobre y en contacto con las mismas, cerrando ambas partes de teflon,
como se ve en la Figura 2.7. Luego se coloca 1 kg de peso sobre el sistema, con el objetivo
de asegurar el contacto completo de la probeta con las placas de cobre y ah´ı se establece la
diferencia de potencial deseada, momento en el cual comienza a correr el tiempo de ensayo.
El potencial se deja aplicado durante 5 minutos. Los primeros 30 segundos de ensayo se
dejan transcurrir a fin de descartar posibles transitorios y se comienza a adquirir el valor de
resistencia cada 15 segundos hasta el final del tiempo prefijado. Debemos aclarar que el valor
de conductividad considerado para los resultados es el promedio entre los valores adquiridos
entre los 30 y 90 segundos del ensayo. Debido al me´todo de medicio´n elegido, se genera una
polarizacio´n en la probeta ensayada que hace que la conductividad cambie con el tiempo,
es decir, los iones se agrupan contra las superficies de las probetas, cercanas a las zonas de
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aplicacio´n del potencial y por ende la cantidad de iones libres en el interior del material,
capaces de transportar carga, disminuye. Esto hace que se evidencie una reduccio´n de la
conductividad durante el tiempo de medicio´n. Estas afirmaciones se han verificado con otros
arreglos del me´todo de cuatro puntas, donde una vez eliminada la diferencia de potencial que
se aplica, es posible medir una inversio´n de la corriente que circula por la probeta. Debido
a este efecto, y recordando que el objetivo de dichas mediciones es evidenciar cambios en la
conductividad con el paso de los d´ıas, se ha elegido considerar como valor de conductividad
el promedio del lapso indicado, para todos los ensayos por igual.
2.5. Medicio´n de la cristalinidad
2.5.1. Calorimetr´ıa Diferencial de Barrido
La te´cnica de Calorimetr´ıa Diferencial de Barrido (DSC) permite medir la diferencia de
energ´ıa que se requiere para calentar una determinada cantidad de grados un espe´cimen
en estudio comparado con una referencia conocida. De esta manera es posible obtener, por
ejemplo, la energ´ıa necesaria para la transicio´n de so´lido a l´ıquido de un material y a que´
temperatura ocurre dicho evento. Para ello, una muestra del matrerial en estudio y una
referencia de capacidad calor´ıfica conocida, se someten a un barrido dina´mico en un rango
de temperatura prefijado durante el cual se registra el intercambio de energ´ıa que se requiere
para mantener ambos materiales a la misma temperatura a lo largo de todo el barrido.
En este trabajo se realizaron barridos de DSC sobre las probetas de o´xido de polieti-
leno dopadas con sales de cloruro de litio con el fin de conocer la energ´ıa requerida para
lograr que la probeta se funda y pase de estado so´lido a l´ıquido. Conocida la energ´ıa nece-
saria para esta transformacio´n de fase y compara´ndola con la energ´ıa necesaria para fundir
el mismo pol´ımero con una microestructura 100% cristalina, se puede estimar el porcen-
taje de cristalinidad de la probeta bajo ana´lisis. Conocer la cristalinidad de cada probeta
nos permite tener un para´metro microestructural que resulta fundamental en la correlacio´n
microestructura-propiedades de transporte.
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Para´metro Rango o descripcio´n
Rango de temperatura 22-120 ◦C
Masa de la muestra 5-6.5 mg
Flujo de CO2 20 ml/min
Ca´psula porta muestra Aluminio con tapa
Referencia del equipo Al2O3
Peso de la referencia del equipo 4 mg
Tabla 2.2: Rangos utilizados en los ana´lisis de DSC
As´ı como en el caso de las mediciones de conductividad, los ana´lisis de calorimetr´ıa
tambie´n requirieron de una calibracio´n previa. Durante estas pruebas preliminares se pudo
establecer una l´ınea de base del equipo que sea confiable y permita correcciones posteriores;
se pudo estimar la cantidad de masa o´ptima para conseguir resultados u´tiles a los fines de
obtener la entalp´ıa de fusio´n de la muestra y por ende poder calcular la cristalinidad de la
misma y adema´s se pudo determinar los rangos de temperatura u´tiles entre los cuales realizar
el barrido. Adema´s de todo esto, las pruebas preliminares permitieron generar una rutina de
trabajo y manipulacio´n de las muestras que arrojara valores repetitivos y verificables. Luego
de un per´ıodo de calibracio´n y redisen˜o de los ensayos se concluyo´ en utilizar los para´metros
que se detallan en la tabla 2.2. El equipo utilizado es un SHIMADZU DSC-60.
Figura 2.8: Ca´psulas de aluminio utilizadas para contener la muestra. De izquierda a derecha: ca´psula
vac´ıa, ca´psula con pel´ıcula de PEO dentro, tapa de las ca´psulas, ca´psula con PEO, cerrada con su tapa y
sellada lista para ser introducida en el equipo de medicio´n. El taman˜o de cada divisio´n cuadriculada es de 5
x 5 mm.
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2.5.2. Preparacio´n de muestras de DSC
El proceso de preparacio´n de las muestras para los barridos de calorimetr´ıa diferencial
implica el pesaje preciso de la masa introducida dentro de las ca´psulas porta muestra. Dicho
dato es de vital relevancia para el ca´lculo de la entalp´ıa de fusio´n por unidad de masa, que es
el valor que permite estimar la cristalinidad de la muestra. Para ello se procedio´ a pesar cada
una de las ca´psulas a ser utilizadas con su respectiva tapa, rotularlas para poder considerar
las pequen˜as variaciones de masa que las mismas posean entre s´ı y luego pesar el espe´cimen
a analizar. Todos los pesajes se realizaron por duplicado, con dos balanzas anal´ıticas de
precisio´n, ambas calibradas.
La cantidad de PEO que se introduce en cada ana´lisis es del orden de los 5 miligramos.
Dichos trozos fueron obtenidos de probetas casteadas en moldes ma´s grandes, como fuera
detallado previamente. Con el objetivo de muestrear representativamente cada ejemplar, se
seleccionaron varios trozos de diversas partes de un mismo espe´cimen para cada medicio´n, con
el objetivo de realizar un muestreo ma´s amplio del material en estudio. Los valores obtenidos
por barrido calorime´trico son de alta precisio´n pero tienen la desventaja que se basan so´lo
en una muy pequen˜a porcio´n del material en estudio. Para ampliar la representatividad de
los resultados, es que se decidio´ “mezclar” diferentes partes de la misma probeta en cada
muestra. Adema´s se realizaron todos los ana´lisis por duplicado para dos probetas iguales,
casteadas en diferentes moldes, de manera de evidenciar posibles variaciones generadas por
el proceso de casteo.
A fin de obtener una estimacio´n del ma´rgen de error del equipo, se decidio´ realizar dos
corridas con dos porciones de una misma probeta de PEO puro, para establecer la cristali-
nidad de la misma y comparar los resultados. Para dicho ensayo se verifico´ una diferencia en
la estimacio´n de la cristalinidad de 0.3%. Se adjuntan las curvas en el Ape´ndice.
2.5.3. Difraccio´n de Rayos X - XRD
En el me´todo de Difraccio´n de Rayos X, explicado de manera resumida, se utiliza un
haz monocroma´tico de rayos-X para bombardear una muestra en estudio y luego se mide la
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intensidad de la dispersio´n de a´tomos producida en el material objetivo. Dicho ana´lisis se
realiza en funcio´n del a´ngulo de incidencia, lo cual permite evidenciar estructuras coherentes
y por ende obtener informacio´n de la cristalinidad de una muestra, dato de particular in-
tere´s para este trabajo. Adema´s dicha te´cnica depende de la polarizacio´n y de la longitud de
onda o energ´ıa del haz incidente. Es importante destacar que las direccciones de las posibles
difracciones dependen del taman˜o y de la forma de la celda unitaria del material en estudio
mientras que las intensidades de las ondas de difraccio´n dependen del tipo de empaqueta-
miento de los a´tomos en la estructura cristalina, arrojando de esta manera informacio´n de
varios para´mteros microestructurales.
Mas alla´ de toda la informacio´n que este me´todo puede brindar, el u´nico objetivo de
incluir algunas mediciones en el presente trabajo de tesis fue el de obtener valores de la
cristalinidad de algunas muestras para poder compararlas con las obtenidas por el me´todo
de calorimete´ıa diferencial, es decir a modo comparativo y complementario de las mismas.
Particularmente para los ana´lisis de rayos X que se realizaron para este trabajo de tesis
se cortaron probetas cuadradas tipo film de 2.5 cm de lado, fabricadas con la misma te´cnica
que se explica en la seccio´n 2.2.
Las curvas obtenidas de estos ana´lisis pueden observarse en el Ape´ndice.
2.6. Resultados
Se presentan a continuacio´n los resultados de las mediciones de conductividad. En la
Figura 2.9 se muestran los valores adquiridos y en la Figura 2.10 las variaciones porcentuales
respecto a la conductividad inicial de cada espe´cimen de las dos concentraciones de litio
diferentes, 10:1 y 20:1.
Los resultados arrojados por las mediciones de conductividad en general son consistentes
con las hipo´tesis planteadas. Con el avance del tiempo, la microestructura de las probetas
de PEO tienden a un estado ma´s ordenado, ma´s cristalino. Eso hace que de manera ma-
crosco´pica, la conductividad io´nica se reduzca y eso es lo que se evidencio´ en las mediciones
de conductividad bajo corriente continua.
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a) b)
Figura 2.9: Mediciones de conductividad vs. tiempo a) pel´ıculas de concentracio´n PEO:Li=10:1 b) pel´ıculas
de concentracio´n PEO:Li=20:1.
Se puede ver que los resultados de las muestras 10:1 presentan un comportamiento ma´s
acorde al esperado, si bien las probetas 20:1 tambie´n presentan un descenso en la conducti-
vidad con el avance del tiempo pero sus cambios son menores a primera vista. Sin embargo,
al analizar los cambios porcentuales respecto a la cristalinidad inicial, en la Figura 2.10 se
observa que el comportamiento es similar al de las de mayor concentracio´n de litio. Es im-
portante destacar que las mediciones de conductividad en las probetas de mayor presencia
de litio se facilitan debido a que sus valores mayores de conductividad son ma´s fa´ciles de
adquirir y los errores son menores porcentualmente respecto a los valores absolutos que en
las ma´s dilu´ıdas.
Se presentan a continuacio´n los resultados de cristalinidad obtenidos por Calorimetr´ıa
Diferencial de Barrido para las muestras de concentracio´n molar 20:1. La Figura 2.11-a pre-
senta los valores de cristaliniad porcentual respecto al total de la muestra y la Figura 2.11-b
presenta los mismos resultados pero como variacio´n de la cristalinidad respecto a la crista-
linidad inicial. Finalmente se presentan, en la Figura 2.12, los resultados comparativos de
conductividad en funcio´n de la cristalinidad donde se agregan las mediciones de cristalinidad
realizadas por el me´todo de Difraccio´n de Rayos X.
Las mediciones de calorimetr´ıa diferencial de barrido evidencian la alta heterogeneidad
de las muestras. Esta heterogeneidad, por las conclusiones obtenidas en el presente trabajo,
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a) b)
Figura 2.10: Mediciones variacio´n porcentual de la conductividad vs. tiempo a) pel´ıculas de concentracio´n
PEO:Li=10:1 b) pel´ıculas de concentracio´n PEO:Li=20:1.
provienen de dos fuentes. La primera es intr´ınseca al material en s´ı y se debe a la cine´tica de
cristalizacio´n del PEO dopado con litio. Como ya hemos descripto, el PEO es un pol´ımero
semicristalino con una microestructura de dos escalas, la escala menor presenta una forma
de laminado bifa´sico formado por zonas amorfas y zonas cristalinas; la escala superior es del
tipo esferul´ıtica, donde las la´minas ya nombradas se distribuyen en forma radial formando
los radios de dichas esferulitas. La presencia del litio genera puntos de nucleacio´n donde se
inician las formaciones de dichas esferulitas, pero a su vez baja, en promedio, el taman˜o de
las mismas (ve´ase Fullerton-Shirey & Maranas 2009). Esto u´ltimo hace que la cristalinidad
del PEO dopado sea menor que la del PEO puro. La segunda causa de la heterogeneidad
proviene del proceso de casteo en s´ı mismo. En el proceso de fabricacio´n de las probetas se
forma una solucio´n de PEO y una sal de litio que se homogeniza y luego se castea. Si bien
se realiza una homogenizacio´n de la mezcla en su estado l´ıquido, eso no garantiza que la sal
de litio se distribuya de manera homoge´nea en el molde una vez casteado. Si, como ya se
dijo, la presencia de sales de litio afecta la cristalinidad del material, y la distribucio´n de litio
no es pareja, es esperable que la microestructura presente un grado de heterogeneidad au´n
mayor. Eso se evidencia en las curvas de DSC, sobre todo cuando para un mismo ejemplar de
PEO los picos del evento endote´rmico ocurren a temperaturas diferentes, hecho que indica
composiciones diversas de las muestras, fa´cilmente explicables por la diferencia de cantidad
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a) b)
Figura 2.11: Cristalinidad vs. tiempo, pel´ıculas de concentracio´n PEO:Li=20:1 (probetas 2 y 3). a) Crita-
linidad porcentual. b) Aumento en relacio´n al d´ıa 1.
de litio presente en la muestra. Si vemos la Figura A1 del Ape´ndice, correspondiente al PEO
puro, podemos ver que el evento ocurre con un pico en 68,16 ◦C y las probetas con litio
oscilan entre los 62,38 y 68,79 ◦C. Si recordamos que todos los barridos fueron realizados
con muestras de una misma probeta, esas variaciones en la posicio´n del pico del evento
evidencia que se han tomado partes de la probeta con cierta diferencia en su contenido de litio.
Nuevamente aqu´ı nos encontramos con una limitacio´n del me´todo elegido para caracterizar la
microestructura desde el punto de vista de su porcentaje de cristalinidad. La te´cnica de DSC
analiza so´lo una muy pequen˜a cantidad de masa del espec´ımen. En una condicio´n ideal de
ana´lisis ser´ıa esperable tener el pico del evento siempre en el mismo lugar. Otra posibilidad
hubiese sido multiplicar la cantidad de barridos de DSC para numerosos trozos de una misma
probeta y para cada d´ıa de ana´lisis, de modo de poder elegir las curvas de mayor similitud
entre s´ı para correlacionar los datos. El volu´men de trabajo que eso implicaba exced´ıa los
recursos disponibles al momento de realizar la campan˜a experimental, sobre todo por el uso
del equipo de calormietr´ıa diferencial. Eso no descarta que como trabajo a futuro se pueda
pensar en una caracterizacio´n de probetas de mayor taman˜o, que permitan tomar numerosas
muestras para DSC, y generar un muestreo estad´ıstico mayor donde se puedan discriminar
mejor las variaciones debidas a la heterogeneidad de la microestructura.
Sin embargo, para poder completar y respaldar los ana´lisis de DSC se decidio´ realizar las
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a) b)
Figura 2.12: Fraccio´n de cambio de la conductividad y la cristalinidad, respecto al valor inicial vs. tiempo
para pel´ıculas de concentracio´n PEO:Li=20:1. a) Probeta 20:1-2 b) Probeta 20:1-3. Obtenidas por DSC y
por XRD.
mediciones de Difraccio´n de Rayos X. Al realizar estas pocas corridas se encontro´ que las
variaciones porcentuales de la cristalinidad para per´ıodos de tiempo similares se encuentran
dentro de un rango de similitud aceptable, como puede verse en la Figura 2.12. Cabe destacar
que como las mediciones de XRD fueron realizadas una vez finalizadas las mediciones de DSC
las probetas ensayadas por ambos me´todos no son f´ısicamente las mismas. Lo que s´ı es cierto
es que fueron fabricadas de la misma manera, con los mismos materiales y bajo las mismas
condiciones y te´cnicas de laboratorio, con lo cual se tiene un aceptable nivel de confianza de
la similitud microestructural.
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Cap´ıtulo 3
Marco Teo´rico
En este cap´ıtulo se considera el transporte io´nico a trave´s de un electrolito so´lido mi-
croestructurado compuesto por N fases homoge´neas diferentes y operando bajo condiciones
isote´rmicas. Se desprecia cualquier posible efecto debido a deformaciones meca´nicas. El elec-
trolito ocupa un dominio fijo Ω(r) ⊂ Ω (r = 1, ..., N) tal que Ω = ∪Nr=1Ω(r). Los dominios
Ω(r) pueden ser descriptos por un conjunto de funciones χ(r)(x), que toman valor igual a
1 si el vector posicio´n x corresponde a un punto en Ω(r) o valor 0 en caso contrario. Las
fases contienen A especies io´nicas con diferentes valencias zα (α = 1, ..., A). En presencia
de un campo ele´ctrico, dichos iones se mueven a trave´s del medio electrol´ıtico formando
una corriente ele´ctrica. En este trabajo nos concentramos en sistemas electrol´ıticos donde la
longitud de escala de la morfolog´ıa microestructral es mucho ma´s pequen˜a que la longitud
caracter´ıstica del espec´ımen y de la escala de variacio´n de las solicitaciones del problema.
Bajo dichas circunstancias, queda demostrado (ve´ase, por ejemplo, Willis 1983 o Milton
2002) que las propiedades efectivas del electrolito microestructurado son independientes de
la forma espec´ıfica de las acciones externas sobre el sistema. Las derivaciones matema´ticas de
la siguente seccio´n son particularmente ma´s sencillas cuando la accio´n externa consiste en un
flujo volume´trico de iones hacia el electrolito, el cual es independiente de la microestructura.
A continuacio´n, consideremos que hα(x) representa la tasa de produccio´n molar de iones por
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unidad de volumen de las especies α en Ω; el balance de iones requiere que
c˙α +∇ · jα = hα en Ω, α = 1, ..., A, (3.1)
donde cα(x) y jα(x) indican, respectivamente, la concentracio´n y el flujo de iones del tipo
α dentro del electrolito, y el punto superior indica la derivada temporal de dicha cantidad.
Siguiendo procedimientos rutinarios, se asocia a cada especie io´nica un potencial electro-
qu´ımico continuo µα(x) que caracteriza el flujo de energ´ıa debido al transporte de especies.
En el marco de este trabajo hemos decidido expresar el flujo de iones como la concentracio´n
de los mismos multiplicada por la velocidad de movimiento de dichas cargas, es decir
jα = cαvα, (3.2)
con el objetivo de dotar a dicha cantidad de mayor sustento f´ısico observable.
Por ende, asumiendo que los efectos magne´ticos son despreciables, el potencial ele´ctrico
φ(x) en todo el espacio es solucio´n a las ecuaciones de Maxwell
∇ · d = F
A∑
α=1
zαcα, d = ǫ0e+ p, e = −∇φ en R3, (3.3)
donde F es la constante de Faraday, ǫ0 es la permitividad del vac´ıo, d(x) es el despazamien-
to ele´ctrico, e(x) es la intensidad del campo ele´ctrico , p(x) es la polarizacio´n del medio
electrol´ıtico, y φ(x) es continuo tal que φ → 0 cuando |x| → ∞. Finalmente, la densidad
de corriente ele´ctrica i(x) que fluye por el electrolito queda determinada en funcio´n del flujo
molar de la siguiente manera
i = F
A∑
α=1
zαjα + p˙ = F
A∑
α=1
zαcαvα + p˙ en Ω. (3.4)
Por simplicidad asumimos que las condiciones
µα = 0 y φ = 0 (3.5)
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se mantienen en el controno ∂Ω. No´tese que la condicio´n de borde en φ desacopla la distri-
bucio´n del campo ele´ctrico dentro y fuera de Ω. Adema´s, en vistas de la heterogeneidad del
material, las ecuaciones arriba expresadas deben ser entendidas en el sentido de distribucio-
nes, con los campos cα(x), µα(x), φ(x) y p(x) contenidos en Ω.
Las ecuaciones (3.1)-(3.3) deben ser suplementadas por leyes constitutivas apropiadas,
consistentes con los principios de la termodina´mica1. Las mismas son aqu´ı obtenidas siguien-
do el procedimiento de Coleman & Noll (1963). La potencia externa F debido al flujo externo
de iones esta´ dada por
F =
A∑
α=1
∫
Ω
µαhα dV, (3.6)
donde el producto µαhα representa el suministro de energ´ıa qu´ımica asociado a cada especie
α (ve´ase, por ejemplo, Gurtin et al. 2010). En virtud del balance 3.1, se puede decir que
F =
A∑
α=1
∫
Ω
µα(c˙α +∇ · jα) dV, (3.7)
que por teorema de la divergencia puede ser expresado como
F =
A∑
α=1
∫
Ω
(µαc˙α − jα · ∇µα) dV, (3.8)
Por otro lado, la energ´ıa libre E y la tasa de disipacio´n D del sistema electroqu´ımico son
considerados de la siguiente forma
E =
∫
Ω
W (x,p, cα) dx+
∫
Ω
ǫ0
2
|e|2 dV, (3.9)
D =
∫
Ω
A∑
α=1
cα
∂U∗
∂vα
(x,vα) · vα dV. (3.10)
En la expresio´n (3.9) el primer te´rmino representa la energ´ıa del electrolito mientras que el
segundo te´rmino representa la energ´ıa del campo ele´ctrico; en la expresio´n (3.10) el integrando
representa la tasa de la energ´ıa por unidad de volumen disipada en el electrolito debido al
1Por otra parte, las condiciones iniciales no sera´n requeridas en los ana´lisis subsiguientes.
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transporte io´nico. La posible disipacio´n debido a la polarizabilidad ele´ctrica es despreciada.
Siguiendo pasos habituales en estos tipos de ana´lisis (ej., Germain et al. 1983), se asume que
la densidad de energ´ıa W y el potencial de disipacio´n U son convexos en las variables cα, p
y vα. Adema´s, se asume que U es positivo y que toma el valor 0 en cα = 0 y vα = 0. Estas
propiedades garantizan que la disipacio´n sea positiva, como es requerido por las leyes de la
termodina´mica.
Ahora bien, la tasa de disipacio´n (3.10) debe ser igual a la diferencia entre la tasa del
trabajo externo (3.6) y la tasa de cambio de la energ´ıa libre (3.9) para todos los procesos
termodina´micamente admisibles. Es decir
D = F − dE
dt
. (3.11)
Veremos ahora el desarrollo matema´tico para obtener la derivada temporal de la energ´ıa libre,
para hacerlo nos hemos basado en el trabajo de Xiao & Bhattacharya (2008). Haciendo uso
de (3.9) en (3.11) tenemos que
dE
dt
=
d
dt
[∫
Ω
W dx+
∫
Ω
ǫ0
2
|e|2 dV
]
. (3.12)
Veamos el ca´lculo del primer te´rmino del lado derecho del igual de la ecuacio´n (3.12):
d
dt
[∫
Ω
W dx
]
=
∫
Ω
W˙ (x,p, cα) dx =
∫
Ω
(
∂W
∂p
· p˙+ ∂W
∂cα
· c˙α
)
dx. (3.13)
Ahora veremos la derivada respecto del tiempo del segundo te´rmino de (3.12):
d
dt
[∫
Ω
ǫ0
2
|e|2 dV
]
=
d
dt
[∫
Ω
ǫ0
2
|∇φ|2 dV
]
. (3.14)
Utilizaremos las ecuaciones de Maxwell (3.3) sabiendo que
∇ · d− F
A∑
α=1
zαcα = 0. (3.15)
Multiplica´ndola por un campo potencial gene´rico ψ(x) y expresa´ndola en su forma integral,
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se puede decir que
∫
Ω
(
∇ · d− F
A∑
α=1
zαcα
)
ψ(x) dx = 0 ∀ ψ(x), (3.16)
con lo cual
∫
Ω
∇ · (−ǫ0∇φ+ p) ψ(x) dx =
∫
Ω
(
F
A∑
α=1
zαcα
)
ψ(x) dx. (3.17)
Como la expresio´n anterior es va´lida para cualquier campo ψ(x), particularmente para
ψ(x) = φ(x), y aplicando el teorema de la divergencia, tenemos que
∫
Ω
∇ · (−ǫ0∇φ+ p) φ(x) dx = −
∫
Ω
(−ǫ0∇φ+ p) · ∇φ(x) dx, (3.18)
con lo cual
−
∫
Ω
(−ǫ0∇φ+ p) · ∇φ(x) dx = F
∫
Ω
(
A∑
α=1
zαcα
)
φ(x) dx. (3.19)
Luego
∫
Ω
ǫ0∇φ · ∇φ dx =
∫
Ω
p · ∇φ(x) dx+ F
∫
Ω
(
A∑
α=1
zαcα
)
φ(x) dx, (3.20)
es decir que
d
dt
[∫
Ω
ǫ0 |∇φ|2 dV
]
=
d
dt
[∫
Ω
p · ∇φ(x) dx+ F
∫
Ω
(
A∑
α=1
zαcα
)
φ(x) dx
]
. (3.21)
Derivando los productos dentro de las integrales se obtiene que el lado derecho de (3.21) es
d
dt
[∫
Ω
ǫ0|e|2 dV
]
=
∫
Ω
(
∇φ˙(x) · p+∇φ(x) · p˙
)
dx
+ F
∫
Ω
(
A∑
α=1
zαc˙αφ(x) +
A∑
α=1
zαcαφ˙(x)
)
dx.
(3.22)
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Volvamos ahora a la ecuacio´n (3.16), aplicando el mismo concepto pero ahora multipli-
cando ambos te´rminos por un campo potencial ψ(x) = φ˙(x)
∫
Ω
(
∇ · d− F
A∑
α=1
zαcα
)
φ˙(x) dx = 0 ∀ φ˙(x). (3.23)
Nuevamente, por teorema de la divergencia, se puede decir que
∫
Ω
∇ · (−ǫ0∇φ+ p) φ˙(x) dx =
∫
Ω
ǫ0∇φ˙ · ∇φ dx−
∫
Ω
∇φ˙ · p dx; (3.24)
reemplazando en (3.23) se tiene que
∫
Ω
ǫ0∇φ · ∇φ˙ dx =
∫
Ω
∇φ˙ · p dx+ F
A∑
α=1
zαcαφ˙(x) dx. (3.25)
Luego,
d
dt
[
1
2
∫
Ω
ǫ0|∇φ|2 dx
]
=
ǫ0
2
∫
Ω
∂
∂t
|∇φ|2 dx = ǫ0
∫
Ω
∇φ · ∇φ˙ dx. (3.26)
Finalmente, tomando la expresio´n (3.22) y resta´ndole (3.26)
d
dt
[∫
Ω
ǫ0|∇φ|2 dV − 1
2
∫
Ω
ǫ0|∇φ|2 dx
]
=
∫
Ω
(
∇φ˙ · p+∇φ · p˙
)
dx
+ F
∫
Ω
(
A∑
α=1
zαc˙αφ+
A∑
α=1
zαcαφ˙
)
dx−
[∫
Ω
(
∇φ˙ · p dx+ F
A∑
α=1
zαcα
)
φ˙ dx
]
.
(3.27)
Con lo cual se llega a que
d
dt
[
ǫ0
2
∫
Ω
|∇φ|2 dx
]
=
∫
Ω
∇φ · p˙ dx+ F
∫
Ω
A∑
α=1
zαc˙αφ dx. (3.28)
Volvamos ahora a la ecuacio´n (3.11), reemplazando en ella las expresiones (3.8), (3.10),
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(3.13) y (3.28) obtenemos
∫
Ω
A∑
α=1
cα
∂U
∂vα
· vα dV =
A∑
α=1
∫
Ω
(µαc˙α − jα · ∇µα) dV +
∫
Ω
(
∂W
∂p
· p˙− ∂W
∂cα
· c˙α
)
dx
−
∫
Ω
∇φ · p˙ dx− F
∫
Ω
(
A∑
α=1
zαc˙α
)
φ dx.
(3.29)
Esto implica que
∫
Ω
A∑
α=1
(
µα − ∂W
∂cα
− Fzαφ
)
· c˙α dV +
∫
Ω
(
e− ∂W
∂p
)
· p˙ dV
−
∫
Ω
A∑
α=1
cα
(
∇µα + ∂U
∂vα
)
· vα dV = 0
(3.30)
debe cumplirse para todos los procesos termodina´micamente admisibles.
De los procedimientos anteriores se obtienen las relaciones constitutivas del problema de
transporte io´nico, las cuales caracterizan la naturaleza del mismo. En el marco de esta tesis,
dicho problema f´ısico ha sido resuelto tanto en su versio´n lineal, como se vera´ en el Cap´ıtulo
4, como en su manera ma´s general para casos no lineales, como se detalla en el Cap´ıtulo
7. Por lo pronto se detallan las ecuaciones de manera general, lo cual implica las siguientes
relaciones constitutivas
e =
∂W
∂p
, µα =
∂W
∂cα
+ Fzαφ, ∇µα = −∂U
∗
∂vα
. (3.31)
Avanzar en el ana´lisis requiere formas espec´ıficas de las funcionesW y U , dichas funciones
pueden ser escritas de la siguiente manera
W (x,p, cα) =
N∑
r=1
χ(r)(x) W (r)(p, cα), (3.32)
U∗(x,vα) =
N∑
r=1
χ(r)(x) U∗(r)(vα), (3.33)
donde W (r) y U (r) indican las densidades de energ´ıa y los potenciales de disipacio´n aso-
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ciados con cada fase r. Se asume que las funciones W (r)(·, ·) y U (r)(·) son convexas. Adicio-
nalmente, las funciones U (r) son asumidas positivas y que toman valor 0 en cα = 0 y vα = 0.
Dichas propiedades garantizan la disipacio´n positiva, como es requerido por las leyes de la
termodina´mica.
En este trabajo, se asumen formas ma´s espec´ıficas
W (r)(p, cα) = W
(r)
p (p) +RT
A∑
α=1
cα
(
ln
cα
c
(r)
0α
− 1
)
, (3.34)
U∗(r)(vα) =
A∑
α=1
U∗(r)α (vα). (3.35)
Aqu´ı, W
(r)
p es la energ´ıa interna acumulada en la fase r por la polarizabilidad ele´ctrica,
RT es la constante universal de los gases multiplicada por la temperatura absoluta, c
(r)
0α
es una concentracio´n molar de referencia caracter´ıstica de la fase r, y U (r) es un potencial
de disipacio´n asociado con la movilidad io´nica a trave´s de la fase r. Introduciendo dichas
funciones en (3.31) se obtienen las siguientes relaciones constitutivas consistentes con las
leyes de la termodina´mica:
e =
∂W
(r)
p
∂p
(p), µα = RT ln
cα
c
(r)
0α
+ Fzαφ, ∇µα = −∂U
∗(r)
α
∂vα
(vα). (3.36)
Estas relaciones consitutivas son apropiadas para electrolitos so´lidos que contengan concen-
traciones diluidas de iones. Cabe tener en cuenta que cuando las concentraciones de referencia
c
(r)
0 difieren entre las fases, las concentraciones molares cα son discontinuas en las interfaces
materiales internas. De hecho, la relacio´n c
(r)
0α/c
(s)
0α fija la relacio´n de concentraciones molares
de las especies io´nicas α en las fases r y s en condiciones de equilibrio.
No´tese que en la relacio´n constitutiva (3.363), la funcio´n U
∗(r)
α es invertible tal que
vα = − ∂U
(r)
α
∂∇µα (∇µα), (3.37)
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y por lo tanto se puede expresar el flujo molar de iones como
jα = −cα
∂U
(r)
α
∂∇µα (∇µα). (3.38)
Como veremos ma´s adelante cuando se trabaje sobre el problema lineal se utilizara´n
potenciales de disipacio´n U
(r)
α cuadra´ticos que arrojen relaciones lineales. Por lo contrario
cuando se este´ trabajando en el a´mbito no lineal, la suposicio´n fundamental en dicho ana´lisis
sera´ que la alinealidad de la respuesta efectiva bajo ciertas intensidades de campo ele´ctrico es
de hecho manifestacio´n de la dependencia no lineal del flujo molar de iones con los gradientes
del potencial electroqu´ımico de las especies de iones dentro de sus fases constitutivas. Sus
descripciones requerira´n por ende el uso de potenciales de disipacio´n U
(r)
α supracuadra´ticos.
33
34
Cap´ıtulo 4
Respuesta Efectiva
4.1. Transporte io´nico lineal
En este cap´ıtulo detallaremos los procedimientos teo´ricos para arribar a la obtencio´n
de las propiedades efectivas de un electrolito so´lido cuyas fases presentan comportamientos
lineales. Como se vio en el Cap´ıtulo 3 es necesario especificar la forma que tienen las relaciones
constitutivas a fin de poder avanzar con la resolucio´n del problema. En este trabajo se
caracteriza la respuesta electroqu´ımica de las fases constitutivas por funciones de la siguiente
forma
W (r)(p, c1, ..., cA) =
1
2
p · κ(r)p+RT
A∑
α=1
cα
(
ln
cα
c
(r)
0α
− 1
)
, (4.1)
U
(r)(∇µ1,...,∇µA) =
A∑
α=1
1
2
∇µα ·M(r)α ∇µα. (4.2)
Donde κ(r) y M
(r)
α son tensores de segundo orden, positivos definidos, que caracterizan la
polarizabilidad ele´ctrica y la movilidad io´nica de cada fase r, respectivamente. Introducien-
do las expresiones en (3.31) se obtienen las siguientes relaciones consitutivas, consistentes
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termodina´micamente:
p = (κ(r))−1e, µα = RT ln
cα
c
(r)
0α
+ Fzαφ, jα = −cαM(r)α ∇µα. (4.3)
Los desarrollos subsiguientes se ven simplificados si se introducen las siguientes expresiones
para los tensores de permitividad ele´ctrica y de pseudo-difusividad
ǫ
(r) = ǫ0I+ (κ
(r))−1, D(r)α (µα, φ) = g(µα − Fzαφ)c(r)0αM(r)α , (4.4)
donde
g(s) = es/RT . (4.5)
La funcio´n exponencial en estas expresiones aparece por la eliminacio´n de las concentracio-
nes molares cα invirtiendo la expresio´n (4.3)2. En vista de estas definiciones, las relaciones
constitutivas para el flujo molar y el desplazamiento ele´ctrico dentro de cada fase toman una
forma sencilla
jα = −D(r)α (µα, φ)∇µα y d = ǫ(r)e. (4.6)
No´tese que la difusividad de las diferentes familias io´nicas esta´n so´lo acopladas a trave´s del
potencial ele´ctrico φ.
4.2. Respuesta efectiva
4.2.1. Problema con mu´ltiples escalas
La respuesta efectiva del electrolito microestructurado es formalmente obtenida evaluan-
do el transporte de iones a trave´s de una secuencia de sistemas materiales con Ω fijo y con
longitudes de escala ma´s pequen˜as y decrecientes. Hay varias maneras de evaluar dicho l´ımi-
te. En este trabajo hemos hecho uso del me´todo de convergencia multi-escala con el enfoque
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propuesto por Allaire & Briane (1996). Este me´todo asume que la microestructura es una
repeticio´n perio´dica de una unidad elemental cu´bica con posibles escalas de longitud mu´lti-
ples. Dado nuestro intere´s en sistemas de pol´ımeros semi-cristalinos, consideramos sistemas
materiales que poseen dos escalas de longitud microestructurales bien separadas, que luego
sera´n identificadas con las longitudes caracter´ısticas del laminado y de las esferulitas. Ma´s
espec´ıficamente, Ω# = [0, ℓ]
3 se refiere a una unidad elemental cu´bica de lado ℓ y se escriben
las funciones caracter´ısticas χ(r) como el producto
χ(r)(x) = χ
(r)
1
(x
ε
)
χ
(r)
2
( x
ε2
)
, (4.7)
donde ε = |Ω#|/|Ω|; adema´s las funciones χ(r)1 y χ(r)2 son perio´dicas en Ω# y son las funciones
caracter´ısticas que describen los patrones morfolo´gicos tanto en la mayor como la menor es-
cala de longitud, respectivamente. En esta descripcio´n microestructural basada en las fases,
una fase constitutiva espec´ıfica puede ser nombrada como dos materiales diferentes en dis-
tintos patrones de mesoescala; alternativamente, microestructuras multi-escala pueden ser
descriptas por funciones caracter´ısticas basadas en patrones morfolo´gicos como en Agoras &
Ponte Castan˜eda (2011).
En vista de las expresiones (3.1) y (4.6), las correspondientes secuencias de potenciales
electroqu´ımicos µεα y de campos ele´ctricos φ
ε en un re´gimen estacionario son solucio´n de las
ecuaciones no lineales de campo
−∇ ·
[
Dα
(x
ε
,
x
ε2
, µεα, φ
ε
)
∇µεα
]
= hα(x) en Ω, (4.8)
−∇ ·
[
ǫ
(x
ε
,
x
ε2
)
∇φε
]
= F
A∑
α=1
zαc0α
(x
ε
,
x
ε2
)
g(µεα − Fzαφε) en Ω, (4.9)
µεα = 0 y φ
ε = 0 en ∂Ω, (4.10)
donde
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Dα(y, z, µα, φ) =
N∑
r=1
χ
(r)
1 (y)χ
(r)
2 (z) D
(r)
α (µα, φ), (4.11)
ǫ(y, z) =
N∑
r=1
χ
(r)
1 (y)χ
(r)
2 (z) ǫ
(r), (4.12)
c0α(y, z) =
N∑
r=1
χ
(r)
1 (y)χ
(r)
2 (z) c
(r)
0α , (4.13)
con α = 1, ..., A. La respuesta homogenizada del sistema es obtenida tomando el l´ımite
ε→ 0 en estas expresiones.
4.2.2. L´ımites
Se asumen que los campos µεα(x) y φ
ε(x), que son solucio´n de las ecuaciones (4.8)-
(4.9), esta´n acotados en H10 (Ω) para todo ε. Luego, hasta una subsecuencia, dichos cam-
pos multi-escala covergen a ciertos campos l´ımite µα(x) y φ(x) en H
1
0 (Ω) respectivamen-
te, mientras que sus gradientes multi-escala convergen a ciertos campos gradientes l´ımite
∇µα(x)+∇yµ1α(x,y)+∇zµ2α(x,y, z) y ∇φ(x)+∇yφ1(x,y)+∇zφ2(x,y, z) respectivamente,
siendo las funciones µiα y φ
i(x, ·) perio´dicas en Ω# en los argumentos y y z —ve´ase Allaire
& Briane (1996). Las ecuaciones para las diferentes funciones l´ımite se obtienen escribiendo
las ecuaciones de campo (4.8)-(4.9) en su forma de´bil y pasando al l´ımite ε→ 0.
Ecuaciones de difusio´n. Para una dada secuencia de potenciales ele´ctricos φε, las ecuaciones
(4.8) para el potencial electroqu´ımico µεα pueden ser escritas en la forma de´bil de la siguiente
manera
∫
Ω
[
∇ ·Dα
(x
ε
,
x
ε2
, µεα, φ
ε
)
∇µεα + hα(x)
]
ϕ(x) dV = 0 ∀ϕ ∈ H10 (Ω). (4.14)
Tomando ϕ(x) = ϕ0(x) + εϕ1(x,x/ε) + ε
2ϕ2(x,x/ε,x/ε
2), con ϕi(x, ·) perio´dica en Ω# en
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su segundo y tercer argumento, e integrando por partes se obtiene que
l´ım
ε→0
∫
Ω
∇µεα ·Dα
(x
ε
,
x
ε2
, µεα, φ
ε
)
[∇ϕ0(x) +∇yϕ1(x,x/ε) +∇zϕ2(x,x/ε,x/ε2)] dV
=
∫
Ω
hα(x)ϕ0(x) dV
(4.15)
para todas las funciones ϕ0, ϕ1 y ϕ2 admisibles. Basa´ndose en el trabajo de Casado-Dı´az
& Gayte (2002) sobre operadores cuasi-lineales que oscilan en una sola escala de longitud y
satisfacen ciertas condiciones de crecimiento polinomial, es razonable esperar que la igualdad
l´ım
ε→0
∫
Ω
∇µεα·Dα
(x
ε
,
x
ε2
, µεα, φ
ε
)
[∇ϕ0(x) +∇yϕ1(x,x/ε) +∇zϕ2(x,x/ε,x/ε2)] dV =
l´ım
ε→0
∫
Ω
∇µεα ·Dα
(x
ε
,
x
ε2
, µα, φ
)
[∇ϕ0(x) +∇yϕ1(x,x/ε) +∇zϕ2(x,x/ε,x/ε2)] dV
(4.16)
se mantenga va´lida1. Asumida esta igualdad, la ecuacio´n (4.14) y la definicio´n de convergencia
multi-escala implican que
∫
Ω
〈[∇µα(x) +∇yµ1α(x,y) +∇zµ2α(x,y, z)] ·Dα
(
y, z, µα, φ
)
(4.17)
[∇ϕ0(x) +∇yϕ1(x,y) +∇zϕ2(x,y, z)]〉y,zdV =
∫
Ω
hα(x)ϕ0(x) dV
para todas las funciones ϕ0, ϕ1 y ϕ2 admisibles, donde ∇y y ∇z se refieren al operador
nabla parcial con respecto a y y z, respectivamente, 〈·〉y, 〈·〉z y 〈·〉y,z denotan los promedios
volume´tricos sobre y, sobre z, y simulta´neamente sobre y y z, respectivamente. Finalmente,
variaciones respecto a ϕ0, ϕ1 y ϕ2 conducen a las ecuaciones de campo (4.26) y (4.30).
Ecuaciones de Gauss. Recalcando que la funcio´n g es la derivada de una funcio´n convexa f ,
es sencillo demostrar que, para campos µεα dados, el potencial ele´ctrico φ
ε que satisface (4.9)
1Desafortunadamente una demostracio´n rigurosa no esta disponible au´n.
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resuelve el problema de minimizacio´n
I
ε
= mı´n
φε∈H10 (Ω)
Iε[φε] = mı´n
φε∈H10 (Ω)
∫
Ω
[
1
2
∇φε · ǫ
(x
ε
,
x
ε2
)
∇φε +
A∑
α=1
c0α
(x
ε
,
x
ε2
)
f(µεα − Fzαφε)
]
dV.
(4.18)
El funcional Iε[φε] puede ser acotado tanto por encima como por debajo. Por otra parte, la
convexidad del integrando de (4.18) en ∇φε y φε implica que
Iε[φε] ≥
∫
Ω
[
1
2
e · ǫ
(x
ε
,
x
ε2
)
e+ ǫ
(x
ε
,
x
ε2
)
e · (∇φε − e) +
A∑
α=1
c0α
(x
ε
,
x
ε2
)
[f(sα) + f
′(sα)(µ
ε
α − Fzαφε − sα)]] dV
(4.19)
para cada ε y para cualquier campo e(x) y sα(x). En particular, se considera
e(x) = ∇φ(x) +∇yφ1(x,x/ε) +∇zφ2(x,x/ε,x/ε2) y sα(x) = µα(x)− Fzαφ(x). (4.20)
Por la definicio´n de convergencia multi-escala, se obtiene el l´ımite inferior
l´ım
ε→0
Iε[φε] ≥ I[φ, φ1, φ2], (4.21)
donde
I[φ, φ1, φ2] =
∫
Ω
〈1
2
[∇φ(x) +∇yφ1(x,y) +∇zφ2(x,y, z)] · ǫ(y, z)[∇φ(x) +∇yφ1(x,y)
+∇zφ2(x,y, z)] +
A∑
α=1
c0α(y, z)f
(
µα(x)− Fzαφ(x)
)〉y,zdV.
(4.22)
Por otra parte, evaluando el funcional Iε en (4.18) en la secuencia de campos potenciales
ϕε(x) = φ(x) + εφ1(x,x/ε) + ε2φ2(x,x/ε,x/ε2) +
1
Fzα
[µεα(x)− µα(x)
−εµ1α(x,x/ε)− ε2µ2α(x,x/ε,x/ε2)],
(4.23)
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y apelando a la definicio´n de convergencia de dos escalas, se obtiene el l´ımite superior
l´ım
ε→0
Iε[φε] ≤ l´ım
ε→0
Iε[ϕε] = I[φ, φ1, φ2] (4.24)
por cuanto φε minimiza Iε. Siendo que el l´ımite inferior (4.21) y el l´ımite superior (4.24)
coinciden, se concluye que
l´ım
ε→0
Iε[φε] = I[φ, φ1, φ2]. (4.25)
Consecuentemente, siguiendo los argumentos de Allaire (1992), los campos multi-escala φ, φ1
y φ2 deben minimizar I[φ, φ1, φ2]. Es sencillo demostrar que las condiciones de minimizacio´n
implican las ecuaciones de campo (4.27) y (4.32).
4.2.3. Problema Homogenizado
Asumiendo que los te´rminos de fuente hα(x) son tales que las secuencias µ
ε
α y φ
ε esta´n
acotadas en H10 (Ω), dichas secuencias convergen, en el sentido de convergencia multi-escala,
a ciertas funciones l´ımite µα(x) y φ(x) en H
1
0 (Ω), y sus gradientes multi-escala convergen
a ciertos gradientes l´ımite ∇µα(x) + ∇yµ1α(x,y) + ∇zµ2α(x,y, z) y ∇φ(x) + ∇yφ1(x,y) +
∇zφ2(x,y, z), donde las funciones µiα y φi son perio´dicas en Ω# en ambos argumentos (Allaire
& Briane 1996). Estas funciones son solucio´n de las ecuaciones multi-escala
−∇z ·
[
Mα(y, z)(∇µα(x) +∇yµ1α(x,y) +∇zµ2α(x,y, z))
]
= 0 en Ω× Ω# × Ω#, (4.26)
−∇z ·
[
ǫ(y, z)(∇φ(x) +∇yφ1(x,y) +∇zφ2(x,y, z))
]
= 0 en Ω× Ω# × Ω#, (4.27)
−∇y ·
〈
Mα(y, z)(∇µα(x) +∇yµ1α(x,y) +∇zµ2α(x,y, z))
〉
z
= 0 en Ω× Ω#, (4.28)
41
−∇y ·
〈
ǫ(y, z)(∇φ(x) +∇yφ1(x,y) +∇zφ2(x,y, z))
〉
z
= 0 en Ω× Ω#, (4.29)
−∇ · 〈Dα(y, z, µα, φ)(∇µα(x) +∇yµ1α(x,y) +∇zµ2α(x,y, z))〉y,z = hα(x) en Ω, (4.30)
−∇ · 〈ǫ(y, z)(∇φ(x) +∇yφ1(x,y) +∇zφ2(x,y, z))〉y,z (4.31)
= F
A∑
α=1
zα〈c0α〉y,z g(µα − Fzαφ) en Ω, (4.32)
µα = 0 y φ = 0 en ∂Ω, (4.33)
con α = 1, ..., A. Y siendo
Mα(y, z) =
N∑
r=1
χ
(r)
1 (y)χ
(r)
2 (z) M
(r)
α con M
(r)
α =
c
(r)
0α
〈c0α〉y,zM
(r)
α . (4.34)
Las ecuaciones (4.26), (4.28) y (4.30) provienen del l´ımite multi-escala de las ecuaciones
(4.8), mientras que las ecuaciones (4.27), (4.29) y (4.32) se obtienen del l´ımite multi-escala
de la ecuacio´n (4.9). Las funciones µα(x) y φ(x) representan los potenciales electroqu´ımicos y
ele´ctricos macrosco´picos, mientras que las funciones µiα y φ
i representan a los potenciales mi-
crosco´picos subyacentes. No´tese que las ecuaciones microsco´picas/mesosco´picas (4.26)-(4.29)
son lineales, y son solamente las ecuaciones macrosco´picas (4.30)-(4.32) las que preservan la
no linealidad de las ecuaciones de campo originales. De hecho, en el l´ımite de homogeneizacio´n
(ε→ 0), los potenciales electroqu´ımicos y ele´ctricos microsco´picos esta´n acoplados solamente
a trave´s de los gradientes macrosco´picos. En otras palabras, para un campo ele´ctrico ma-
crosco´pico dado, el potencial electroqu´ımico microsco´pico es independiente de los potenciales
electroqu´ımicos; tambie´n, para el gradiente macrosco´pico de un potencial electroqu´ımico da-
do, el potencial electroqu´ımico microsco´pico dado es independiente de los otros potenciales
electroqu´ımicos y del potencial ele´ctrico. E´sta es una consecuencia de la separacio´n de escalas
y de la decomposicio´n aditiva de las funciones (4.1) y (4.2) ya asumida. Es importante notar
adema´s que la movilidad io´nica en la escala microsco´pica esta´ definida por los tensores de
movilidad ponderados (4.34).
Las formas de las ecuaciones (4.26)-(4.33) motivan la definicio´n de las siguientes canti-
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dades microsco´picas, mesosco´picas (˜·) y marcosco´picas (·) siguientes:
e(x,y, z) = − [∇φ(x) +∇yφ1(x,y) +∇zφ2(x,y, z)] , (4.35)
e˜(x,y) = 〈e(x,y, z)〉z = −
[∇φ(x) +∇yφ1(x,y)] , (4.36)
e(x) = 〈e˜(x,y)〉y = −∇φ(x), (4.37)
d(x,y, z) = ǫ(y, z) e(x,y, z), (4.38)
d˜(x,y) = 〈d(x,y, z)〉z = ǫ˜(y) e˜(x,y), (4.39)
d(x) = 〈d˜(x,y)〉y = ǫ e(x), (4.40)
jα(x,y, z) = −g(µα − Fzαφ)〈c0α〉y,zMα(y, z)[∇µα(x) +∇yµ1α(x,y) +∇zµ2α(x,y, z)],
(4.41)
j˜α(x,y) = 〈jα(x,y, z)〉z = −g(µα − Fzαφ)〈c0α〉y,zM˜α(y)[∇µα(x) +∇yµ1α(x,y)], (4.42)
jα(x) = 〈˜jα(x,y)〉y = −g(µα − Fzαφ)〈c0α〉y,zMα∇µα(x) = −Dα(µα, φ)∇µα(x), (4.43)
cα(x) = 〈c0α〉y,z g(µα − Fzαφ). (4.44)
Las segundas identidades en (4.39)-(4.43) provienen de la dependencia lineal de los campos
locales µiα y φ
i en los gradientes macrosco´picos ∇µα y ∇φ. De hecho, los problemas locales
(4.26) hasta (4.29) tienen la estructura de un problema lineal esta´ndar de conductividad.
Por lo tanto, los tensores efectivos a nivel mesosco´pico pueden ser expresados de la siguiente
manera:
M˜α(y) = 〈Mα(y, z) A2 {Mα(y, z)}〉z y ǫ˜(y) = 〈ǫ(y, z) A2 {ǫ(y, z)}〉z, (4.45)
mientras que los tensores efectivos a nivel macrosco´pico quedan dados por
Mα =
〈
M˜α(y) A1
{
M˜α(y)
}〉
y
y ǫ = 〈ǫ˜(y) A1 {ǫ˜(y)}〉y . (4.46)
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En estas expresiones, los tensores Ai {·} son los tensores esta´ndar de concentracio´n de los
campos gradiente asociados con el problema de la celda unitaria (4.26)-(4.29) (ve´ase, por
ejemplo, Suquet 1987). Los tensores ǫ yMα indican, respectivamente, la permitividad efectiva
del electrolito y la movilidad efectiva de cada especie io´nica α dentro del electrolito homoge-
neizado. No´tese que, para una dada escala de longitud (mesosco´pica/macrosco´pica) todos los
tensores efectivos esta´n dados en te´rmino del mismo conjunto de tensores de concentracio´n
Ai evaluados en diferentes tensores constitutivos locales. En consecuencia, las propiedades
homogenizadas a una dada escala de longitud pueden ser obtenidas resolviendo solamente
un problema lineal esta´ndar de conductividad sobre la celda unitaria. Un resultado similar
ha sido obtenido recientemente en un contexto ma´s simple por Bourbatache et al. (2013) a
trave´s de expansiones asinto´ticas de dos escalas. Motivados por el ana´lisis dimensional de
varias magnitudes f´ısicas involucradas, Bourbatache et al. (2013) adema´s consideraron un
conjunto de ecuaciones microsco´picas alternativas donde el miembro izquierdo de las ecuacio-
nes de Gauss (4.27) es multiplicado por el para´metro pequen˜o ε3, obteniendo as´ı un conjunto
de ecuaciones macrosco´picas con la ecuacio´n de Gauss reemplazada por la condicio´n de elec-
troneutralidad. Un ana´lisis similar se puede realizar a trave´s del me´todo de convergencia de
multi-escalas.
Con las definiciones (4.35)-(4.44), el sistema de ecuaciones multi-escala (4.26)-(4.32) pue-
de ser escrito de la siguiente manera
∇z · jα(x,y, z) = 0, ∇z · d(x,y, z) = 0 en Ω× Ω# × Ω#, (4.47)
∇y · j˜α(x,y) = 0, ∇y · d˜(x,y) = 0 en Ω× Ω#, (4.48)
∇x · jα(x) = hα(x), ∇x · d(x) = F
A∑
α=1
zαcα(x) en Ω. (4.49)
Finalmente, podemos definir las densidades de corriente, tanto microsco´pica, mesosco´pica
y macrosco´pica, como
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i(x,y, z) = F
A∑
α=1
zαjα(x,y, z), (4.50)
i˜(x,y) = 〈i(x,y, z)〉z = F
A∑
α=1
zαj˜α(x,y), (4.51)
i(x) =
〈˜
i(x,y)
〉
y
= F
A∑
α=1
zαjα(x). (4.52)
Luego, remarcando que las concentraciones molares macrosco´picas cα dadas por (4.44) son
continuas —no as´ı las concentraciones molares microsco´picas cα—, tenemos que
jα = −RT
A∑
α=1
Mα∇cα + F
A∑
α=1
zαcαMαe, (4.53)
y por lo tanto
i = −RTF
A∑
α=1
zαMα∇cα + F 2
A∑
α=1
z2αcαMαe, (4.54)
donde hemos hecho uso de (4.43). Considerando estas expresiones, y siguiendo pra´cticas
habituales, se pueden definir los tensores macrosco´picos de transporte io´nico
Dα = RTMα y κ = F
2
A∑
α=1
z2αcαMα, (4.55)
que representan respectivamente la difusividad efectiva y la conductividad efectiva del elec-
trolito microestructurado. Vale la pena remarcar que la conductividad depende de las con-
centraciones io´nicas cα y por ende no es un para´metro material.
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Cap´ıtulo 5
Problema Modelo Lineal
5.1. Problema modelo de transporte io´nico lineal
En esta seccio´n nos hemos enfocado particularmente en electrolitos polime´ricos semi-
cristalinos que poseen microestructuras esferul´ıticas y operan a temperatura ambiente. Para
tener cierta especificidad en los modelos desarrollados se ha considerando como caso de
estudio un sistema de PEO dopado con LiClO4 como el descripto, por ejemplo, por Fullerton-
Shirey & Maranas (2009). En estos sistemas las mole´culas de PEO disuelven las sales de
LiClO4 en Li
+ (α = +) y ClO−4 (α = −), ambos iones univalentes (z+ = −z− = 1) y
forman varias fases dependiendo de la concentracio´n de sales y la temperatura. A temperatura
ambiente, la morfolog´ıa microestructural presenta una estructura de dos escalas. En su escala
menor, una escala nanome´trica, se conforma un laminado integrado por capas alternadas de
fase amorfa y fase cristalina; dichos laminados se disponen de manera radial desde puntos
nucleantes en el especimen, resultando en estructuras llamadas esferulitas, que conforman la
escala mayor en el orden de los micro´metros. Dependiendo de la concentracio´n de sales, las
esferulitas pueden formar agregados granulares o estar separados por una matriz continua de
fase amorfa y por ende la fraccio´n volume´trica de la fase cristalina puede variar entre un 10%
y un 90%. En la escala molecular, la fase cristalina consiste en celdas unitarias monocl´ınicas
formadas por cadenas polime´ricas que exiben una configuracio´n helicoidal (Gitelman et al.
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Figura 5.1: Esquema del ensamble de cilindros de Schulgasser utilizado en los modelos con y sin inclusiones.
2008).
Hemos derivado un modelo multi-escala para estos sistemas materiales construyendo
microgeometr´ıas bi-dimensionales que, por un lado son suficientemente complejas para re-
producir las caracter´ısticas esenciales geome´tricas, pero por otro lado son suficientemente
simples de modo que la respuesta homogenizada pueda ser calculada de manera exacta.
La microgeometr´ıa seleccionada consiste de una combinacio´n de un ensamble de cilindros
de Schulgasser (Schulgasser 1983) y laminados simples. En la meso-escala, estas microgeo-
metr´ıas son ensambles de cilindros homote´ticos con infinitas escalas, que completan todo
el espacio de la celda unitaria, cada uno compuesto de una capa exterior iso´tropa de fase
amorfa y un nu´cleo interior radialmente sime´trico llamado cilindrita. En la micro-escala,
la cilindrita es a su vez una microgeometr´ıa laminada compuesta de laminados alternados
de fases amorfas y cristalinas con la direccio´n de laminacio´n coincidente con la direccio´n
tangencial de la meso-escala. Un esquema de la microgeometr´ıa es presentado en la Figura
5.1.
Los para´metros microestructurales son la fraccio´n volume´trica de los cilindros que es
ocupada por el anillo exterior amorfo fr y por las cilindritas fc, y las fracciones volume´tricas
de la estructura lamelar dentro de la cilindrita que es ocupada por la fase amorfa fac y por
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la fase cristalina f crc . Estos para´metros satisfacen las siguientes identidades
fr + fc = 1, y f
a
c + f
cr
c = 1. (5.1)
La fraccio´n volume´trica total de las fases cristalinas y amorfas son dadas por
f (cr) = fcf
cr
c y f
(a) = fcf
a
c + fr, (5.2)
respectivamente, y son tal que f (cr) + f (a) = 1; la fraccio´n volume´trica f (cr) ≡ f representa
la cristalinidad del electrolito.
Los tensores de movilidad de cada clase de iones en la fase amorfa iso´tropa y en la fase
cristalina aniso´tropa quedan, respectivamente, expresados como
M(a)α = m
(a)
α I y M
(cr)
α = m
‖
α nc ⊗ nc +m⊥α (I− nc ⊗ nc), (5.3)
donde m
‖
α y m⊥α representan las movilidades a lo largo de la direccio´n paralela y perpendi-
culares a la direccio´n de los ejes de las cadenas helicoidales nc. Los tensores de movilidad
ponderados Mα esta´n dados por
M
(a)
α = /m
(a)
α I y M
(cr)
α = /m
‖
α nc ⊗ nc + /m⊥α (I− nc ⊗ nc), (5.4)
con
/m(a)α =
c
(a)
0α
f (cr)c
(cr)
0α + f
(a)c
(a)
0α
m(a)α y /m
‖,⊥
α =
c
(cr)
0α
f (cr)c
(cr)
0α + f
(a)c
(a)
0α
m‖,⊥α . (5.5)
Aqu´ı, c
(cr)
0α and c
(a)
0α son las concentraciones de referencia de las fases cristalina y amorfa,
respectivamente.
Siguiendo el esquema de la seccio´n anterior, la respuesta efectiva es obtenida secuen-
cialmente, primero homogenizando la estructura laminar para obtener las movilidades me-
sosco´picas M˜α como es indicado en (4.45)1, y luego homogenizando el ensamble de Schulgas-
ser para obtener las movilidades macrosco´picasMα como es detallado en (4.46)1. Al hacerlo,
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es importante destacar que, estrictamente, las geometr´ıas multi-escala consideradas aqu´ı no
esta´n inclu´ıdas en la clase de microgeometr´ıas consideradas en la seccio´n previa, donde es
requerido que la celda unitaria en ambas escalas sean cu´bicas y mutuamente alineadas. Sin
embargo, es razoanable asumir que las ecuaciones multi-escala (4.35)-(4.44) mantienen su
validez ma´s generalmente.
El ana´lisis subsiguiente se simplifica considerablemente asumiendo que los ejes de las
cadenas nc esta´n alineados con la direccio´n de laminacio´n n. Esto equivale a ignorar la
inclinacio´n de las cadenas. Asumiendo e´sto, las movilidades efectivas en la estructura lamelar
pueden ser escritas de la siguiente manera —ve´ase, por ejemplo, Milton (2002)—
M˜α(y) = /˜m
‖
α n(y)⊗ n(y) + /˜m
⊥
α [I− n(y)⊗ n(y)], (5.6)
donde n(y) es la direccio´n de laminacio´n en la posicio´n y dentro del ensamble de Schulgasser,
y las movilidades paralela y perpendicular esta´n dadas por
/˜m
‖
α =
(
f crc
/m‖α
+
fac
/m(a)α
)−1
y /˜m
⊥
α = f
cr
c /m
⊥
α + f
a
c /m
(a)
α . (5.7)
Consecuentemente, los ejes aniso´tropos de los tensores de movilidad mesosco´picos esta´n
radialmente alineados dentro de las cilindritas. Esto permite el uso de las soluciones de
Schulgasser para obtener los tensores de movilidad macroco´picos Mα, que son
Mα = /mαI. (5.8)
Para poder arribar a dichas soluciones se debe considerar un ensamble de Shulgasser com-
puesto de cilindros homote´ticos con movilidades radiales y tangenciales m‖(ρ) y m⊥(ρ),
arbitrariamente variables con la coordenada radial ρ ∈ [0, 1] dentro de los cilindros. Omiti-
remos para estas consideraciones los sub´ındices α que indican la especie io´nica. Los valores
extremos ρ = 0 y ρ = 1 corresponden respectivamente al centro y al l´ımite exterior del cilin-
dro. Schulgasser (1983) demostro´1 que la movilidad efectivam del ensamble esta´ determinado
1Schulgasser (1983) considero´ en su trabajo original el problema de conductividad te´rmica, matema´tica-
mente ana´logo al aqu´ı analizado.
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por —ve´ase tambie´n Milton (2002)—
m = h(1), (5.9)
donde la funcio´n h(ρ) ∈ C0[0, 1] es solucio´n de la ecuacio´n de Ricatti
ρh′(ρ) +
[h(ρ)]2
m⊥(ρ)
= m‖(ρ). (5.10)
Conside´rese ahora el caso de un cilindro con un nu´cleo aniso´tropo de radio ρc con movi-
lidades m
‖,⊥
c y un anillo externo iso´tropo de movilidad mr. Luego, se puede plantear que
m‖,⊥(ρ) =
 m
‖,⊥
c 0 ≤ ρ ≤ ρc
mr ρc < ρ ≤ 1
(5.11)
Integrando (5.10) por partes y haciendo cumplir la continuidad en ρ = ρc se obtiene
h(ρ) =

√
m
‖
cm⊥c 0 ≤ ρ ≤ ρc,
mr
(√
m
‖
cm⊥c +mr
)
(ρ/ρc)
2 +
(√
m
‖
cm⊥c −mr
)
(√
m
‖
cm⊥c +mr
)
(ρ/ρc)2 −
(√
m
‖
cm⊥c −mr
) ρc < ρ ≤ 1.
(5.12)
En ρ = 1 se tiene que (ρ/ρc)
2 = 1/fc donde fc es la fraccio´n volume´trica del nu´cleo. De esta
manera, luego de operar se obtiene
m = h(1) = mr
(1 + fc)
√
m
‖
cm⊥c + (1− fc)mr
(1− fc)
√
m
‖
cm⊥c + (1 + fc)mr
. (5.13)
Siguiendo las ecuaciones (5.7), considerando las movilidades efectivas del laminado y utili-
zando la expresio´n (5.13) en la cual retomamos la presencia de los sub´ındices α para cada
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especie io´nica, se tiene que
/mα = /m
(a)
α
(1− fc) /m(a)α + (1 + fc)
√
/˜m
‖
α /˜m
⊥
α
(1 + fc) /m
(a)
α + (1− fc)
√
/˜m
‖
α /˜m
⊥
α
. (5.14)
La expresion (5.14), junto con (5.5) y (5.7), constituyen una estimacio´n autocontenida
para las movilidades de cada especie io´nica a trave´s del modelo del pol´ımero semi-cristalino en
te´rminos de las movilidades locales de las fases amorfas y cristalinas, y de varios para´metros
microestructurales. En ausencia de anillos amorfos (fc = 1), dicha expresio´n se reduce a
/mα =
√
/˜m
‖
α /˜m
⊥
α . (5.15)
Si, adema´s no hay fase amorfa presente en la estructura laminal (fc = f
cr
c = f
(cr) = 1), la
expresio´n se reduce au´n ma´s a
/mα =
√
m
‖
α m⊥α . (5.16)
No´tese que en todos los casos, /mα es sime´trico en m
‖
α y m⊥α : intercambiar las movilidades
paralela y perpendicular en la fase cristalina deviene en obtener la misma movilidad efectiva.
Dada la isotrop´ıa general del electrolito, la conductividad efectiva es de la forma κ = κI.
En una bater´ıa de litio convencional son so´lo los cationes los que reaccionan qu´ımicamente
en la interfaz electrodo—electrolito. De esta manera, bajo condiciones estacionarias no hay
flujo neto de aniones a trave´s del electrolito y la conduccio´n io´nica se debe u´nicamente al
transporte de cationes. Consecuentemente definimos
κ = F 2c+ /m+. (5.17)
Es conveniente, para el desarrollo posterior introducir una concentracio´n molar de referencia
c0 = ρPEO/wPEO, donde ρPEO y wPEO representan la densidad de masa y el peso molar del
PEO, respectivamente, y una conductividad de referencia κ0 = F
2z2+c0m
(a)
+ , de tal manera
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que
κ
κ0
=
c+
c0
/m+
m
(a)
+
. (5.18)
Finalmente, se observa que si los tensores de permitividad ele´ctrica de las fases amorfas y
cristalinas son de la misma forma (5.3), el tensor de permitividad efectiva ǫ del electrolito
esta´ dado por las mismas expresiones (5.8)-(5.14) con las movilidades pesadas reemplazadas
por las permitividades ele´ctricas locales.
5.2. El efecto de la cristalinidad y la concentracio´n de sales
En esta seccio´n se presenta un conjunto de resultados nume´ricos con el objetivo de es-
tudiar la dependencia que los numerosos para´metros materiales y microestructurales tienen
sobre las movilidades macrosco´picas. Comenzamos por considerar sistemas materiales sin
anillo amorfo (fr = 0). Los resultados esta´n parametrizados con el contraste de concentracio-
nes de referencia c
(cr)
0α /c
(a)
0α , el contraste en las movilidades (m
‖
α +m⊥α )/(2m
(a)
α ), y la relacio´n
de anisotrop´ıa de las movilidades de la fase cristalina m
‖
α/m⊥α . Se asumen dos tipos de re-
laciones entre las movilidades de cada fase, en el primer grupo de resultados, presentado en
la Figura 5.2 las movilidades son tales que m⊥α ≤ maα ≤ m‖α, en el segundo grupo, el de la
Figura 5.3 se utilizo´ m
‖
α ≤ maα ≤ m⊥α . Por otra parte, dado que la relacio´n entre los e´teres
de ox´ıgeno y los iones de litio de la fase cristalina son t´ıpicamente menores que en la fase
amorfa, se asume que c
(cr)
0α /c
(a)
0α ≥ 1. Las Figuras 5.2 y 5.3 muestran predicciones para la
movilidad efectiva mα de las especies α, normalizada con la correspondiente movilidad de la
fase amorfa m
(a)
α , como funcio´n de la cristalinidad f , para un amplio rango de para´metros
materiales. Dichos resultados adimensionalizados son los mismos para ambas especies de io-
nes univalentes α para el caso en estudio. La principal observacio´n en el contexto de estas
Figuras es que la movilidad efectiva puede decrecer con un aumento de la cristalinidad au´n
cuando la movilidad de la fase cristalina, ya sea en el sentido de los ejes de las cadenas o en
su sentido perpendicular, es incluso varios o´rdenes de magnitud superior que la movilidad
de la fase amorfa. De hecho, las predicciones presentadas en las Figuras (a) y (b) de ambos
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a) b)
c) d)
Figura 5.2: (a)-(c) Movilidad efectiva de las especies α en un electrolito polime´rico semi-cristalino sin anillos
amorfos (fr = 0), normalizada con la correspondiente movilidad m
(a)
α de la fase amorfa, versus cristalinidad
f , para el caso de m
‖
α > m⊥α ; gra´ficas para: (a) c
(cr)
0α /c
(a)
0α = 10, m
‖
α/m⊥α = 1000, y diferentes contrastes en
las movilidades (m
‖
α +m⊥α )/(2m
(a)
α ); (b) c
(cr)
0α /c
(a)
0α = 10, (m
‖
α +m⊥α )/(2m
(a)
α ) = 5, y diferentes proporciones
de anisotrop´ıa en la movilidad m
‖
α/m⊥α ; (c) (m
‖
α +m⊥α )/(2m
(a)
α ) = 5, m
‖
α/m⊥α = 1000, y varios contrastes
en las concentraciones de referencia c
(cr)
0α /c
(a)
0α . (d) Conductividad efectiva de una clase de electrolitos con
microestructura variable, normalizada con una conductividad de referencia κ0, en funcio´n de la relacio´n de
concentracio´n de sales de litio por cada mol de PEO, para diferentes cristalinidades de las cilindritas f cr
c
.
casos muestran que para contrastes en la movilidad suficientemente bajos (≤ 5) y grandes
relaciones de anisotrp´ıa en las movilidades (≥ 1000) la movilidad efectiva desciende, hasta
un orden de magnitud, de manera mono´tona con la cristalinidad en el rango de 0 ≤ f ≤ 0,9.
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a) b)
c) d)
Figura 5.3: (a)-(c) Movilidad efectiva de las especies α en un electrolito polime´rico semi-cristalino sin anillos
amorfos (fr = 0), normalizada con la correspondiente movilidad m
(a)
α de la fase amorfa, versus cristalinidad
f , para el caso de m⊥
α
> m
‖
α; gra´ficas para: (a) c
(cr)
0α /c
(a)
0α = 2, m
‖
α/m⊥α = 1000, y diferentes contrastes en
las movilidades (m
‖
α +m⊥α )/(2m
(a)
α ); (b) c
(cr)
0α /c
(a)
0α = 2, (m
‖
α +m⊥α )/(2m
(a)
α ) = 5, y diferentes proporciones
de anisotrop´ıa en la movilidad m
‖
α/m⊥α ; (c) (m
‖
α +m⊥α )/(2m
(a)
α ) = 5, m
‖
α/m⊥α = 1000, y varios contrastes
en las concentraciones de referencia c
(cr)
0α /c
(a)
0α . (d) Conductividad efectiva de una clase de electrolitos con
microestructura variable, normalizada con una conductividad de referencia κ0, en funcio´n de la relacio´n de
concentracio´n de sales de litio por cada mol de PEO, para diferentes cristalinidades de las cilindritas f cr
c
.
Esto muestra que la reduccio´n de la conductividad io´nica con el aumento de la cristalini-
dad, comunmente observada en pol´ımeros semi-cristalinos no implica un mejor transporte
de iones en la fase amorfa respecto al de la fase cristalina, como fue originalmente propuesto
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por Berthier et al. (1983). Por otra parte, si bien este modelo no contempla el efecto de
la deformacio´n meca´nica, es evidente que las predicciones presentadas proveen una posible
explicacio´n meca´nica para el aumento de la conductividad io´nica observado en electrolitos
deformados (Golodnitsky & Peled 2000; Golodnitsky et al., 2001; Minami et al., 2005). De
hecho, deformando por traccio´n un material de las caracter´ısticas antes mencionadas, las
cadenas polime´ricas tanto de la fase amorfa como de la cristalina tienden a alinearse con
la direccio´n de la deformacio´n (Burba et al., 2011); la movilidad efectiva a lo largo de la
direccio´n de estiramiento debe por lo tanto tender a m
‖
α. Para el caso de c
(cr)
0α /c
(a)
0α = 10,
m
‖
α/m⊥α = 1000 y (m
‖
α +m⊥α )/(2m
(a)
α ) = 5, la movilidad m
‖
α puede ser dos o´rdenes de mag-
nitud mayor que la movilidad efectiva predicha para sistemas sin deformar con niveles de
cristalinidad moderados. Este es aproximadamente el incremento reportado por Gitelman et
al. (2008) en sistemas de PEO dopados con LiI.
Las predicciones provistas en la Figura 5.2-c muestran el rol del contraste en las con-
centraciones de referencia en la determinacion de la movilidad efectiva, para el caso de
m
‖
α/m⊥α = 1000 y (m
‖
α +m⊥α )/(2m
(a)
α ) = 5. Puede observarse que las tendencias ma´s aproxi-
madas a la realidad se dan para c
(cr)
0α > 2c
(a)
0α . Por ende, la hipo´tesis habitual de c
(cr)
0α = c
(a)
0α ,
que implica que las concentraciones de iones son continuas y consecuentemente simplifican
la formulacio´n matema´tica, esta´ en desacuerdo no so´lo con la heterogeneidad de la concen-
tracio´n local de iones en equilibrio esperada sino adema´s con la variacio´n macrosco´pica de
la conductividad con la cristalinidad observada experimentalmente.
En este punto, debe ser resaltado que electrolitos polime´ricos con diferentes conducti-
vidades efectivas siempre difieren en varias caracter´ısticas materiales y microestructurales,
resultando dificultoso aislar experimentalmente el efecto individual de cada uno de los mu´lti-
ples para´metros. Por ejemplo, el trabajo de Fullerton-Shirey & Maranas (2009) sugiere que,
a medida que la concentracio´n de sales en el casteo aumenta, la fase amorfa que rodea a las
esferulitas ocupa mayor fraccio´n volume´trica del electrolito, y que la concentracio´n de sales
en la fase cristalina se mantiene constante y el aumento de la misma so´lo se da en la fase
amorfa. A manera de ejemplo, en la Figura 5.2-d se muestran predicciones para los valores de
la conductividad efectiva en funcio´n de la concentracio´n molar de sales de litio en el casteo
c, considerando dichas variaciones en la microestructura y los para´metros materiales. Notar
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que la relacio´n (c/c0)
−1 representa la relacio´n total de los e´teres de ox´ıgeno del PEO respecto
a los iones de litio (EO:Li) en el electrolito recie´n casteado. Las predicciones corresponden
a c+ = c y a movilidades del litio tal que m
‖
+/m
⊥
+ = 1000 y (m
‖
+ + m
⊥
+)/(2m
a
+) = 5. El
volumen de la fraccio´n de anillo amorfo y la concentracio´n de referencia han sido tomados
como funciones de c como
fr = γr
(
c
c0
)
y
c
(cr)
0+
c
(a)
0+
= γc
(
c
c0
)−1
, (5.19)
con γr = 1/γc = 5; estas constantes nume´ricas provienen de datos aproximados del trabajo
de Fullerton-Shirey & Maranas (2009). A modo de referencia, la Figura tambie´n incluye re-
sultado para sistemas sin anillo amorfo (fr = 0) y con c
(cr)
0+ /c
(a)
0+ = 10 fijo (l´ıneas de trazos).
La principal obsrvacio´n en el contexto de este gra´fico es que la variacio´n de los para´metros
materiales y microestructurales del tipo (5.19) pueden aumentar la variabilidad de la con-
ductividad efectiva con la concetracio´n de sales en un orden de magnitud. Ve´ase que para
f crc = 0,75 la variacio´n es de tres o´rdenes de magnitud, lo cual cae dentro del rango observado
por Fullerton-Shirey & Maranas (2009). El quiebre en estas curvas corresponde a relaciones
de EO:Li por debajo de las cuales el material es completamente amorfo. Debemos resaltar,
sin embargo, que pueden ocurrir cambios microestructurales adicionales, lo cual seguramente
modificar´ıa las tendencias presentadas. Por ejemplo, las moleculas de la sal de litio agregadas
al pol´ımero podr´ıan segregarse, para los casos de altas concentraciones, y formar part´ıculas
de una segunda fase (ej., Marzantowicz et al. 2008). El marco teo´rico ya presentado puede
por cierto incorporar dichas modificaciones, siempre y cuando suficientes observaciones ex-
perimentales pertinentes al caso este´n disponibles y permitan realizar hipo´tesis sobre dichos
para´metros.
Para los casos donde m
‖
α ≤ maα ≤ m⊥α , presentados en la Figura 5.3, son tambie´n va´lidas
las observaciones realizadas previamente. Sobre todo es importante recalcar que en estos
casos tambie´n es factible obtener una movilidad efectiva decreciente ante un aumento de
la cristalinidad, incluso siendo que la fase cristalina presente una de sus dos componentes
de movilidad aniso´tropa mayor a la de la fase amorfa. Es preciso tambie´n agregar que para
ciertos valores de anisotrop´ıas, tanto en la movilidad como en las concentraciones de refe-
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rencia, en el caso en que la movilidad de la fase amorfa en el sentido perpendicular a las
cadenas sea mayor a la del sentido longitudinal, es posible obtener valores de movilidad
efectiva superiores a la movilidad de la fase amorfa. Esto podr´ıa ser consistente con algunas
de las observaciones experimentales ya citadas donde reduciendo la critalinidad se obtienen
movilidades efectivas superiores. Estos resultados, como ya dijimos y como se desprende de
las figuras, no implican que una mayor cristalinidad necesariamente devenga en una menor
movilidad efectiva, pero podr´ıan ser uno de los motivos de los numerosos trabajos que buscan
reducir las cristalinidades en este tipo de electrolitos so´lidos.
5.3. El efecto de inclusiones aislantes
Adema´s de la conductividad io´nica, el nu´mero de transporte
t+ =
/m+
/m+ + /m−
y t− = 1− t+ =
/m−
/m+ + /m−
(5.20)
es una propiedad de particular relevancia para el desempen˜o de una bater´ıa —ve´ase, por
ejemplo, Doyle et al. (1994). En general, es deseable que el nu´mero de tranporte para el
catio´n (t+) sea alto. En sistemas de PEO dopados con LiClO4, el nu´mero de transporte del
catio´n suele ser relativamente bajo (∼ 0,25 a temperatura ambiente) pero el mismo se incre-
menta significativamente con la adicio´n de part´ıculas cera´micas como Al2O3 y ZrO2 —ve´ase,
como referencia, Croce et al. (2001,2006), Ciocek et al. (2007). El modelo de ensambles de
Schulgasser planteado anteriormente puede ser modificado de manera de tener la capacidad
de evaluar el rol de las interfases en este efecto.
En este caso, se asume que las cilindritas contienen una inclusio´n central donde las movi-
lidades y concentraciones de referencia son nulas, representando de esta manera la part´ıcula
no conductiva, rodeada de una capa iso´tropa con movilidades m
(int)
α y concentraciones de
referencia c
(int)
0α , ve´ase la Figura 5.1. Dicha microgeometr´ıa fue elegida de manera consistente
con las observaciones que indican que las part´ıculas agragadas a estos sistemas actu´an de
puntos de nucleacio´n para las esferulitas en el casteo del pol´ımero y que adema´s esta´n rodea-
das por interfases amorfas de dimensiones finitas (ej., Siekierski et al. 2007). Para obtener la
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movilidad efectiva de dichos ensambles se procede de manera similar al apartado anterior.
Para ello conside´rese ahora el caso de un cilindro conformado por una inclusio´n central ro-
deada por una interfase conce´ntrica iso´tropa. Omitiremos nuevamente los sub´ındices α que
indican la especie io´nica. Luego,
m‖,⊥(ρ) =

minc 0 ≤ ρ < ρinc
mint ρinc ≤ ρ < ρint
m
‖,⊥
c ρint ≤ ρ < ρc
mr ρc ≤ ρ ≤ 1.
(5.21)
Integrando (5.10) por partes y asegura´ndose que se cumpla la continuidad de la solucio´n
se obtiene
h(ρ) =

minc 0 ≤ ρ ≤ ρinc,
mint
(minc +mint)(ρ/ρinc)
2 + (minc −mint)
(minc +mint)(ρ/ρinc)2 − (minc −mint) ρinc < ρ ≤ ρint,
√
m
‖
cm⊥c
(
hint +
√
m
‖
cm⊥c
)
(ρ/ρint)
2K +
(
hint −
√
m
‖
cm⊥c
)
(
hint +
√
m
‖
cm⊥c
)
(ρ/ρint)2K −
(
hint −
√
m
‖
cm⊥c
) ρint < ρ ≤ ρc,
mr
(hc +mr)(ρ/ρc)
2 + (hc −mr)
(hc +mr)(ρ/ρc)2 − (hc −mr) ρc < ρ ≤ 1,
(5.22)
donde K =
√
m
‖
c/m⊥c , y
hint = h(ρint) = mint
fintmint + (fint + 2finc)minc
(fint + 2finc)mint + fintminc
, (5.23)
hc = h(ρc) =
√
m
‖
cm⊥c
[fKc + (fint + finc)
K ]hint + [f
K
c − (fint + finc)K ]
√
m
‖
cm⊥c
[fKc − (fint + finc)K ]hint + [fKc + (fint + finc)K ]
√
m
‖
cm⊥c
. (5.24)
Aqu´ı, fc, fint y finc indican las fracciones volume´tricas del nu´cleo, la interfase y la inclusio´n,
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respectivamente. Por ende, en ρ = 1 se tiene que (ρ/ρc)
2 = 1/fc y por ende
m = h(1) = mr
(1 + fc)hc + (1− fc)mr
(1− fc)hc + (1 + fc)mr . (5.25)
Nuevamente, considerando que ahora las movilidades son las movilidades efectivas del la-
minado bifa´sico, retomando el uso del sub´ındice α que indica la especie io´nica y reemplazando
en (5.25), el resultado obtenido es
/mα = /m
(a)
α
(1 + fc)Aα + (1− fc) /m(a)α
(1− fc)Aα + (1 + fc) /m(a)α
, (5.26)
donde
Aα =
√
/˜m
‖
α /˜m
⊥
α
[
fKc +
(
f (int) + f (inc)
)K]
Bα +
[
fKc −
(
f (int) + f (inc)
)K]√
/˜m
‖
α /˜m
⊥
α[
fKc − (f (int) + f (inc))K
]
Bα +
[
fKc + (f
(int) + f (inc))
K
]√
/˜m
‖
α /˜m
⊥
α
, (5.27)
Bα = /m
(int)
α
f (int)
f (int) + 2f (inc)
. (5.28)
En estas expresiones, f (inc) y f (int) representan la fraccio´n volume´trica de las inclusiones e
interfases respectivamente, fc es la fraccio´n volume´trica del nu´cleo compuesto por la inclu-
sio´n, la interfase y la cilindrita, los tensores de movilidad ponderados quedan determinados
por
/m(r)α =
c
(r)
0α
f (cr)c
(cr)
0α + f
(a)c
(a)
0α + f
(int)c
(int)
0α
m(r)α (5.29)
(r = a, cr, int), y K =
√
/˜m
‖
α/ /˜m
⊥
α . Bajo condiciones estacionarias, la conductividad efectiva
esta´ dada por (5.17) con /m+ ahora determinada por (5.26).
Resultados nume´ricos, a modo de ejemplo, son presentados para el caso de f crc = 1 −
fac = 0,25, fr = 1 − fc = 0,6(1 − f (inc) − f (int)), c(cr)0α /c(a)0α = 1, m‖α/m⊥α = 1000 y (m‖α +
m⊥α )/(2m
(a)
α ) = 5 para ambas especies io´nicas, y m
(a)
− = 3m
(a)
+ . De esta manera, la movilidad
de los aniones por fuera de la interfase es tres veces mayor que la correspondiente movilidad
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a) b)
Figura 5.4: Propiedades de transporte de un electrolito compuesto (EO:Li=10) como funcio´n del contenido
de part´ıculas, para diferentes tasas de crecimiento de las interfases y diferentes relaciones de concentracio´n
c
(int)
0− /c
(int)
0+ : (a) conductividad efectiva, adimensionalizada con la conductividad de referencia κ0; (b) nu´mero
de transporte catio´nico efectivo.
del catio´n, resultando en un nu´mero de transporte, en ausencia de part´ıculas, de t
+
=
1/(1 + 3) = 0,25. Sin embargo, para reproducir el efecto de anclaje de los aniones en una
interfase apropiadamente conductiva, se asume que m
(int)
− = 0,033m
(a)
− y m
(int)
+ = 100m
(a)
+ ,
c
(int)
0+ /c
(a)
0+ = 1, adema´s de altos valores para la relacio´n c
(int)
0− /c
(a)
0−: una alta concentracio´n
de referencia c
(int)
0− “atrae” aniones a la interfase mientras que una movilidad baja m
(int)
− les
impide escapar fa´cilmente de la misma. Adicionalmente, se ha considerado c+ = (1− f (inc))c
con c/c0 = 1/10 (i.e., EO:Li=10:1), y se ha asumido que el taman˜o de la interfase depende
linealmente del taman˜o de la inclusio´n, de acuerdo a
f (int) = γif
(inc). (5.30)
La Figura 5.4 muestra predicciones para la conductividad efectiva y el nu´mero de transporte
del catio´n en funcio´n del contenido de part´ıculas para diferentes tasas de crecimiento de la
interfase γi y relaciones de concentracio´n de referencia c
(int)
0− /c
(a)
0−. En ausencia de interfase
(γi = 0), el nu´mero de transporte del catio´n es independiente del contenido de part´ıculas
y la conductividad efectiva decrece moderadamente con el incremento de la cantidad de
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part´ıculas, como resultado del efecto aislante de las inclusiones y del decrecimiento global
de la densidad molar del litio. Por el contrario, en presencia de las interfases ambas propie-
dades var´ıan fuertemente con la concentracio´n de part´ıculas. En el caso de la conductividad
efectiva, las predicciones muestran que el incremento inicial puede ser de hasta dos o´rdenes
de magnitud y alcanzar un ma´ximo cuando las interfases percolan —la percolacio´n de las
interfases se da en f (inc) = 1/(1+γi) para el caso de (5.30)—, ve´ase la Figura 5.4-a. A partir
de ese punto, el material modelo se transforma en un compuesto de dos fases, formado por
una matriz iso´tropa conductiva y part´ıculas aislantes; por lo tanto, la conductividad io´nica
decrece de forma mono´tona con el incremento del contenido de part´ıculas. Estas tendencias
son consistentes con datos experimentales disponibles en compuestos de PEO (Siekierski et
al. 2007), que muestran un ma´ximo en el rango de 0.05-0.3 para el contenido de part´ıculas.
As´ı, el modelo suguiere que la percolacio´n de las interfases puede de hecho ser uno de los
mecanismos detra´s del ma´ximo observado en dichos sistemas.
En el caso del nu´mero de transporte del catio´n, las predicciones tambie´n muestran un
incremento con el aumento de contenido de part´ıculas hasta el punto en el cual las interfases
percolan. Ma´s alla´ de la percolacio´n, t+ se mantiene constante y cercano a la unidad. De
esta manera, una combinacio´n de un alto c
(int)
0− con un bajo m
(int)
− aparentemente reproduce
el efecto de “anclaje” de los aniones dentro de la regio´n de la interfase. En particular, para
el caso de c
(int)
0− /c
(int)
0+ = 10 se reproduce un incremento del nu´mero de transporte del catio´n
en presencia de un contenido de part´ıculas comparable con los reportados para compuestos
de PEO (Croce et al. 2001) y para otros electrolitos polime´ricos compuestos (Stephan &
Nahm 2006). Esto deja en claro la importancia de contemplar la variacio´n espacial de las
concentraciones de referencia cuando se modelan electrolitos so´lidos microestructurados.
5.4. Observaciones finales
En el problema modelo desarrolado anteriormente se han homogenizado las ecuaciones
de campo para formas espec´ıficas de las funciones de energ´ıa W (r) y de los potenciales de
disipacio´n U (r), como fue detallado en (4.1)-(4.2). Dichas formas son propias de so´lidos po-
larizables que contienen concentraciones diluidas de iones y que presentan comportamientos
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lineales en sus propiedades de transporte. Sin embargo, el proceso de homogenizacio´n puede
ser aplicado a funciones de energ´ıa y de disipacio´n ma´s complejas que describan feno´menos
adicionales como polarizacio´n no lineal e interacciones entre iones en concentraciones no di-
luidas. Dichos ana´lisis no lineales son requeridos, por ejemplo, para estimar la influencia de
los para´metros microestructurales sobre la resistencia diele´ctrica de electrolitos so´lidos, una
propiedad de particular relevancia para el disen˜o de bater´ıas. Dicha posibilidad fue tambie´n
explorada en el marco de este trabajo y se presenta a continuacio´n.
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Cap´ıtulo 6
Transporte Io´nico No Lineal
6.1. Respuesta Efectiva
La respuesta efectiva de electrolitos microestructurados puede ser formalmente obtenida
evaluando el transporte de iones a trave´s de una secuencia de sistemas materiales con Ω fijo
y donde la escala de longitud inferior de dicha secuencia sea decreciente. Ya se ha detallado,
en el cap´ıtulo 4, la evaluacio´n de dicho l´ımite utilizando el me´todo de convergencia multi-
escala de Allaire & Briane (1996) para energ´ıas de polarizacio´n y potenciales de disipacio´n
cuadra´ticos. Si bien dicho ana´lisis fue realizado de manera exclusiva para ese tipo de rela-
ciones, es razonable suponer que la estructura resultante obtenida del sistema multi-escala
pueda ser utilizada para energ´ıas y potenciales de disipasio´n convexos de manera general.
Desafortunadamente no se dispone au´n de una demostracio´n matema´tica rigurosa que per-
mita asegurarlo y es so´lo de manera heur´ıstica que podemos basarnos en e´l. En este caso,
hecha la aclaracio´n previa, las ecuaciones de campo macrosco´picas son escritas de la siguente
manera
c˙α +∇ · jα = 0 y ∇ · d = F
A∑
α=1
zαcα, (6.1)
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y las relaciones constitutivas efectivas son expresadas en te´rminos de los potenciales efectivos
como
jα = −cα
∂U˜α
∂∇µα
(∇µα) y d =
∂W˜e
∂e
(e). (6.2)
Aqu´ı la barra superior indica los campos macrosco´picos, luego los potenciales efectivos que-
dan dados por
U˜α(g) = mı´n
g∈K(g)
N∑
r=1
θ(r)
〈
Uˆ (r)α (g)
〉(r)
y W˜e(e) = mı´n
e∈K(e)
N∑
r=1
θ(r)
〈
Wˆ (r)e (e)
〉(r)
, (6.3)
donde los potenciales locales son expresados como
Uˆ (r)α (g) =
c
(r)
0α
〈c0α〉U
(r)
α (g) y Wˆ
(r)
e (e) =
ǫ0
2
e · e+W (r)∗p (e). (6.4)
En estas expresiones, 〈·〉 y 〈·〉(r) indican los promedios volume´tricos sobre el elemento de
volumen representativo del so´lido heteroge´neo y sobre el subdominio ocupado por la fase r,
respectivamente, θ(r) = 〈χ(r)〉 es la fraccio´n volume´trica de la fase r, K(a) es el conjunto
de campos de vectores gradientes con promedio volume´trico a, y (·)∗ indica la transformada
de Legendre. Si los potenciales locales son funciones cuadra´ticas de sus argumentos, las
expresiones anteriores se reducen a las derivadas en el cap´ıtulo 3.
Consecuentemente, la respuesta efectiva de electrolito queda completamente determinada
por los potenciales efectivos (6.3). Te´ngase en cuenta que dichos potenciales esta´n matema´ti-
camente desacoplados y pueden por ende ser calculados de manera independiente. De aqu´ı
en adelante el foco estara´ puesto en estimar los potenciales de disipacio´n U˜α. Sin embargo,
es importante enfatizar que la metodolog´ıa descripta a continuacio´n puede ser utilizada mu-
tatis mutandis para estimar los potenciales efectivos W˜e de manera ana´loga, dada su similar
estructura matema´tica.
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6.2. Estimaciones de Homogenizacio´n Lineal de Comparacio´n
Las estimaciones para los potenciales de disipacio´n efectiva realizadas en este trabajo son
realizadas por medio del Me´todo de Homogenizacio´n Lineal de Comparacio´n propuesto por
Ponte Castan˜eda (2001). En esta seccio´n se presentan las fo´rmulas relevantes para calcular
las estimaciones lineales de comparacio´n para compuestos conformados por fases iso´tropas,
previemente se introduce el me´todo original de la cita ya nombrada. En caso de requerir
mayores detalles de dicha derivacio´n es pertinente dirigirse al trabajo de Ponte Castan˜eda
(2001).
6.2.1. Me´todo de Homogenizacio´n Lineal de Comparacio´n
Siguiendo el trabajo de Ponte Castan˜eda (2001) se introduce un “material lineal de
comparacio´n” con una funcio´n de densidad de energ´ıa U0 dada por
Uˆ0(x,g) =
N∑
r=1
χ(r)(x)U
(r)
0 (g). (6.5)
Los potenciales lineales de comparacio´n corresponden a expansiones de Taylor de segundo
orden del potencial no lineal, de la forma
Uˆ
(r)
0 (g) = Uˆ
(r)(g˘(r)) +
∂Uˆ (r)
∂g
(g˘(r)) · (g− g˘(r)) + 1
2
(g− g˘(r)) ·M(r)0 (g− g˘(r)), (6.6)
donde los gradientes de referencia g˘(r) y las movilidades lineales M
(r)
0 son propiedades uni-
formes en cada fase r que deben ser especificadas. Dichos potenciales tambie´n pueden ser
expresados de la siguiente manera
Uˆ
(r)
0 (g) =
1
2
g ·M(r)0 g+ J(r)0 · g+ f (r)0 , (6.7)
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donde
J
(r)
0 =
∂Uˆ (r)
∂g
(g˘(r))−M(r)0 g˘(r) y (6.8)
f
(r)
0 = Uˆ
(r)(g˘(r))− ∂Uˆ
(r)
∂g
(g˘(r)) · g˘(r) + 1
2
g˘(r) ·M(r)0 g˘(r). (6.9)
Por lo tanto, el potencial efectivo del compuesto linear de comparacio´n es
U˜0(g) = mı´n
g∈K(g)
N∑
r=1
θ(r)
〈
1
2
g ·M(r)0 g+ J(r)0 · g+ f (r)0
〉(r)
. (6.10)
Se introducen luego las funciones de “error” V (r) tal que los potenciales de cada fase puedan
expresarse como
U (r)(g) = U
(r)
0 (g) + V
(r)(g(r),M
(r)
0 ) (6.11)
Dichas funciones de error pueden ser definidas de diversas formas, elegimos la forma original
del trabajo citado donde
V (r)(g(r),M
(r)
0 ) = stat
gˆ(r)
[
U (r)(gˆ(r))− U (r)0 (gˆ(r))
]
(6.12)
Dicha operacio´n de minimizacio´n, en una aplicacio´n ma´s amplia del concepto, se transforma
en una operacio´n de bu´squeda de un punto estacionario, ya que puede tener varios mı´nimos
locales. Adema´s es importante remarcar que permite opciones diversas a la trivial gˆ(r) =
g(r). La opcio´n elegida en el me´todo de la secante generalizada implica la condicio´n de
estacionaridad dada por
∂U (r)
∂g
(gˆ(r))− ∂U
(r)
∂g
(g(r)) =M
(r)
0 (gˆ
(r) − g(r)), (6.13)
donde es importante remarcar que gˆ(r) no necesariamente tiene que estar alineado con g(r)
y que el caso en el cual gˆ(r) 6= g(r) y g(r) 6= 0 corresponde a la aproximacio´n de la secante
generalizada que, como se enfatiza en el trabajo original, difiere de las aproximaciones de la
secante y la tangente, utilizada en otros trabajos anteriores al citado. El potencial efectivo
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queda finalmente de la siguiente manera
U˜(g) = stat
gˆ(r)
N∑
r=1
θ(r)
〈
U
(r)
0 + V
(r)(g(r),M
(r)
0 )
〉(r)
. (6.14)
6.2.2. Compuestos con fases constitutivas iso´tropas
Consideramos aqu´ı sistemas materiales cuyas fases consitutivas sean iso´tropas, tal que
U (r)α (g) = u
(r)
α (|g|) y Uˆ (r)α (g) = uˆ(r)α (|g|). (6.15)
Dado que los potenciales efectivos asociados con las diversas especies io´nicas esta´n ma-
tema´ticamente desacoplados, desde aqu´ı nos centraremos en una sola especie y se omitira´ el
sub´ındice α para simplificar la notacio´n.
Los potenciales lineales de comparacio´n, como ya se expreso´ en (6.6) corresponden a
expansiones de Taylor de segundo orden del potencial no lineal. Y segu´n el procedimiento
ya detallado se puede llegar a la expresio´n (6.10) para el potencial efectivo del compuesto
lineal de comparacio´n. En el caso de fases iso´torpas, las propiedades lineales de comparacio´n
o´ptimas g˘(r) y M
(r)
0 esta´n dadas por
g˘(r) = g(r) y M
(r)
0 =M
(r)
‖
g(r)
g(r)
⊗ g
(r)
g(r)
+M
(r)
⊥
[
I− g
(r)
g(r)
⊗ g
(r)
g(r)
]
, (6.16)
donde g(r) es el promedio de g(x) en la fase r en el compuesto lineal de comparacio´n (6.10),
g(r) = |g(r)|, y las movilidades corresponden a linealizaciones del potencial no lineal realizadas
por medio de la secante generalizada, dadas por
uˆ(r)
′
(gˆ(r))
gˆ
(r)
‖
gˆ(r)
− uˆ(r)′(g(r)) =M (r)‖
(
gˆ
(r)
‖ − g(r)
)
y
uˆ(r)
′
(gˆ(r))
gˆ(r)
=M
(r)
⊥ (6.17)
con gˆ(r) =
√
(gˆ
(r)
‖ )
2 + (gˆ
(r)
⊥ )
2 y la tilde indica la derivada. En estas expresiones, las variables
“sombrero” esta´n relacionadas con el primer y segundo momento del campo gradiente g(x)
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en el compuesto lineal de comparacio´n (6.10) via
gˆ
(r)
‖ = g
(r) +
√
C
(r)
‖ y gˆ
(r)
⊥ =
√
C
(r)
⊥ , (6.18)
donde
g(r) =
1
θ(r)
∂(U˜0 − f)
∂J
(r)
0
y C
(r)
‖,⊥ =
2
θ(r)
∂U˜0
∂M
(r)
‖,⊥
. (6.19)
Aqu´ı, f =
∑N
r=1 θ
(r)f (r), y en la primera expresio´n la derivada es realizada manteniendoM
(r)
0
constante mientras que en la segunda expresio´n se mantiene fijo g˘(r). Las cantidades (6.19)2
corresponden a las trazas del tensor de covarianzas C
(r)
g = 〈(g(x)− g(r))⊗ (g(x)− g(r))〉(r)
dentro de cada fase r. Por lo tanto, el esquema de linealizacio´n depende no so´lo de los primeros
momentos de los campos sino de las fluctuaciones interfa´sicas. Dada una estimacio´n lineal
para el potencial efectivo de comparacio´n (6.10), las expresiones (6.16) a (6.19) consituyen
un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales para las cantidades gˆ
(r)
‖,⊥ yM
(r)
‖,⊥, r = 1, ..., N .
Finalmente la estimacio´n homogenizada del potencial efectivo, utilizando la secante ge-
neralizada, queda dada por
U˜(g) =
N∑
r=1
θ(r)
[
uˆ(r)(gˆ(r))− uˆ(r)′(g(r))(gˆ(r)‖ − g(r))
]
. (6.20)
En el cap´ıtulo siguiente se considerara´n formas espec´ıficas de las funciones potenciales de
modo de obtener resultados para un caso de intere´s acade´mico.
6.2.3. Estimaciones duales
Las relaciones constitutivas (6.2) pueden ser invertidas de manera que los gradientes del
potencial electroqu´ımico sean expresados en te´rminos de los flujos molares. Dicha inversio´n
se realiza a trave´s de las expresiones duales de Legendre de los potenciales de disipacio´n.
La te´cnica de comparacio´n lineal de la Seccio´n 6.2.2 puede ser utilizada de manera comple-
tamente ana´loga para derivar estimaciones para las relaciones constitutivas directamente a
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partir del problema dual. Las expresiones no son inclu´ıdas en este trabajo, sin embargo se
aclara que, como fue detallado por Ponte Castan˜eda (2001), las estimaciones obtenidas de la
formulacio´n primaria y su dual no son generalmente expresiones de Legendre duales entre s´ı,
es decir no son equivalentes, debido a ciertas aproximaciones realizadas en la optimizacio´n
del medio lineal de comparacio´n. Sin embargo, los resultados presentados aqu´ı arrojan que
el duality-gap es muy pequen˜o e incluso desaparece en casos de fuertes no linealidades.
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Cap´ıtulo 7
Problemas Modelos No Lineales
7.1. Materiales de dos fases con disipacio´n tipo ley de la potencia
Aqu´ı se particularizan las fo´rmulas previamente presentadas para materiales de dos fases
caracterizadas por potenciales del tipo ley de la potencia, es decir
u(r)(g) =
G
(r)
0
1 +m
∣∣∣∣∣ gG(r)0
∣∣∣∣∣
1+m
, (7.1)
donde el exponente m es el mismo para todas las fases. Para el caso de m = 1 dicho potencial
corresponde al caso de respuesta lineal con movilidad io´nica (G
(r)
0 )
−1, mientras que m→∞
corresponde al caso de respuestas fuertemente no lineales en las que la corriente ele´ctrica es
cero si el potencial del gradiente electroqu´ımico tiene magnitudes por debajo del umbral G
(r)
0 .
De esta manera, dichos potenciales podr´ıan ser usados para describir aproximadamente la
respuesta de electrolitos so´lidos polime´ricos bajo un amplio rango de intensidades de campo
ele´ctrico.
Por simplicidad, se restringe el ana´lisis a compuestos de dos fases que presentan una
simetr´ıa iso´tropa global. Consecuentemente, el potencial efectivo debe ser de la forma
U˜(g) =
G˜0
1 +m
∣∣∣∣ g
G˜0
∣∣∣∣1+m , (7.2)
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donde m es el mismo exponente que el de las fases constitutivas y G˜0 es una propiedad
efectiva que depende de las propiedades locales G
(r)
0 , de la microestructura y del exponente
m.
As´ı, la estimacio´n lineal de comparacio´n (6.20) arroja una estimacio´n para G˜0. Para el
caso especial de compuestos bifa´sicos, la expresio´n (6.10) puede ser simplificada en virtud de
las llamadas relaciones de Levin.
U˜0(g) = f 0 + J0 · g+
1
2
g ·M0g+ 1
2
[
g+ (∆M0)
−1∆J0
] · (M˜0 −M0) [g+ (∆M0)−1∆J0] ,
(7.3)
donde ∆M0 =M
(2)
0 −M(1)0 y ∆J0 = J(2)0 −J(1)0 , y donde M˜0 es el tensor de movilidad efectiva
del so´lido lineal. De esta manera, este potencial lineal de comparacio´n queda completamente
especificado en te´rminos de M˜0. Por lo tanto, haciendo uso de cualquier estimacio´n de
homogenizacio´n lineal para M˜0, se pueden obtener estimaciones correspondientes para el
potencial no lineal. En este trabajo se ha hecho uso de las estimaciones MGA y EMA, que
pueden ser generadas a partir de las siguientes expresiones de Willis (1977):
M˜0 =
{
2∑
r=1
θ(r)M
(r)
0
[
I+T(0)(M
(r)
0 −M(0))
]−1}{ 2∑
s=1
θ(s)
[
I+T(0)(M
(s)
0 −M(0))
]−1}−1
,
(7.4)
donde M(0) indica la movilidad de un material homoge´neo de referencia y T(0) es un tensor
de segundo orden que depende de M(0) y de las funciones de correlacion de dos puntos de
la microestructura. Definiendo el tensor de referencia M(0) igual a M
(1)
0 (M
(2)
0 ) se obtienen
las estimaciones MGA, apropiadas para microestructuras del tipo matriz-part´ıcula con la
fase r = 1 (r = 2) tomando el rol de matriz. Por otra parte, definiendo M(0) igual a M˜0
se obtienen estimaciones EMA, apropiadas para microestructuras granulares sin una fase
cont´ınua que juege el papel de una matriz.
En vistas de la isotrop´ıa global asumida, los promedios de las fases g(r) esta´n alineados
con el campo total g. Luego, los vectores unitarios g(r)/g(r) = g/g son los mismos para
todas las fases y los tensores de movilidad (6.16)2 en el compuesto lineal de comparacio´n
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esta´n alineados. Adema´s, si el tensor M(0) es de la forma (6.16)2, el tensor T
(0) es tambie´n
del mismo tipo, con las componentes “paralelas” y “perpendiculares” dadas por (ej., Ponte
Castan˜eda 2001)
T
(0)
|| = k
1− α(k)
(k − 1)M (0)||
y T
(0)
⊥ =
k α(k)− 1
2(k − 1)M (0)⊥
con α(k) =
arcsin
√
(k − 1)/k√
k − 1 , (7.5)
donde k = M
(0)
|| /M
(0)
⊥ es la relacio´n de anisotrop´ıa del tensor M
(0). Notar que en (7.5) la
relacio´n de anisotrop´ıa fue asumida tal que k > 1, pero las expresiones correspondientes para
el caso de k < 1 pueden ser obtenidas por continuacio´n anal´ıtica. Las expresiones (7.3) a (7.5)
especifican de manera completa el potencial efectivo del compuesto lineal de comparacio´n.
En virtud de la expresio´n (6.20), la estimacio´n lineal de comparacio´n para la propiedad
efectiva G˜0 puede ser finalmente calculada utilizando
G˜−m0 =
2∑
r=1
θ(r)
c
(r)
0
〈c0〉(G
(r)
0 )
−m
{(
gˆ(r)
g
)m+1
− (m+ 1)
(
g(r)
g
)m( gˆ(r)‖
g
− g
(r)
g
)}
. (7.6)
donde 〈c0〉 = θ(1)c(1)0 + θ(2)c(2)0 .
7.2. Resultados para sistemas de tipo matriz-inclusio´n
En esta seccio´n se reportan resultados, a modo de ejemplo, para so´lidos de dos fases con
comportamiento del tipo “ley de la potencia” obtenidos utilizando aproximaciones Maxwell-
Garnett (MGA) —tambie´n conocidas como aproximaciones Claussius-Mossotti— para esti-
mar el potencial efectivo de los compuestos lineales de comparacio´n. Es sabido que dicha
aproximacio´n es apropiada para materiales del tipo matriz-part´ıcula con concentracio´n de
inclusiones entre baja y moderada (ej., Milton, 2001). A partir de aqu´ı, las fases que toman
el rol de la matriz y de la inclusio´n sera´n identificadas con r = 1 y r = 2, respectivamen-
te. El intere´s aqu´ı esta´ puesto en el desempen˜o de la estimaciones lineales de comparacio´n,
anteriormente nombradas, en el contexto de fuertes no linealidades y contrastes en la hete-
rogeneidad. Por ello se restringe el ana´lisis a sistemas materiales con relaciones molares de
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referencia uniformes (c
(1)
0 = c
(2)
0 ) a modo de simplificar la descripcio´n, por ende u
(r) = uˆ(r).
Estimaciones del tipo MGA provienen de fijar M(0) = M
(1)
0 en (7.4). Ahora bien, esta
aproximacio´n implica campos uniformes dentro de la fase de la incusio´n del so´lido lineal de
comparacio´n, debido a eso
gˆ(2) = g(2) y (7.7)
M
(2)
0 =
∂2uˆ(2)
∂g∂g
(g(2)) =
1
G
(2)
0
∣∣∣∣∣ g(2)G(2)0
∣∣∣∣∣
m−1 [
m
g
g
⊗ g
g
+
(
I− g
g
⊗ g
g
)]
. (7.8)
Por otra parte, para un material de dos fases se tiene que g(2) = (g−θ(1)g(1))/θ(2), y por ende
el ca´lculo de las estimaciones lineales de comparacio´n pueden ser reducidas a un sistema de
tres ecuaciones algebraicas, no lineales, para las variables gˆ
(1)
|| , gˆ
(1)
⊥ and g
(1), que deben ser
resueltas, en general, nume´ricamente.
Las nuevas estimaciones del tipo MGA, llamadas Estimaciones de la Secante Generalizada
(GSEC) son comparadas ma´s adelante con las cotas elementales de Weiner y las estimaciones
Secantes (SEC) del tipo MGA de Ponte Castan˜eda (1992). Vale resaltar que las estimaciones
SEC proveen una cota superior estricta para las estimaciones GSEC. Adema´s esta´n inclu´ıdas
las simulaciones nume´ricas de Barrett & Talbot (1996) para compuestos de esferas sometidas
a un potencial af´ın o a una densidad de corriente uniforme en su l´ımite exterior. Estas
simulaciones arrojan l´ımites superiores e inferiores (BT+ y BT−) para la resistividad global de
una clase particular de compuestos conocidos como ensamble de esferas compuestas; cuando
las fases son lineales, dichas simulaciones arrojan resultados exactos. La Figura 7.1-a, -b
muestran varias predicciones para la resistividad efectiva G˜0, normalizada con la resistividad
de la matriz G
(1)
0 , como funcio´n del ı´ndice de no linealidad m ≥ 1, para el caso de θ(1) =
θ(2) = 0,5 y dos valores de contreaste en la resistividad. Inicialmente se debe notar que
para materiales lineales las estimaciones SEC y GSEC concuerdan completamente con las
estimaciones lineales MGA, en las cuales ambas esta´n basadas. Estas estimaciones lineales
son conocidas por ser alcanzadas por compuestos iso´tropos con ensambles de esferas y es por
ello que los resultados de BT tambie´n concuerdan con dichas estimaciones en ese caso. Para
materiales no lineales, los diversos me´todos arrojan ciertas diferencias en las predicciones, si
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a) b)
c) d)
Figura 7.1: Estimaciones del tipo MGA para la resistividad efectiva de un compuesto de dos
fases con no linealidad material (m), concentracio´n de inclusiones (θ(2)) y relacio´n de resistividades
(G
(2)
0 /G
(1)
0 ).
bien se corrobora que las estimaciones GSEC son las que satisfacen todos los l´ımites excepto el
l´ımite inferior BT− en el caso de inclusiones resistivas. Sin embargo, es importante notar que
la diferencia es realmente pequen˜a y que los l´ımites BT− demandan ca´lculos complejos que
pueden haber introducido cierto error nume´rico. Como ya fue discutido en la seccio´n 6.2.3, las
estimaciones basadas en la secante generalizada presentan un duality-gap. Las estimaciones
duales (GSEC*) son presentadas en las Figuras 7.1-a y -b para estimar dichas diferencias. La
diferencia es muy pequen˜a en general y desaparece, no so´lo en el caso lineal sino tambie´n en el
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caso l´ımite de m→∞. Por lo tanto, ambas formulaciones generan predicciones equivalentes
en la pra´ctica.
El caso l´ımite de no linealidad m → ∞ corresponde a un compuesto conformado por
fases de diferentes umbrales G
(r)
0 del gradiente de potencial electroqu´ımico, siendo que el
compuesto propiamente dicho posee un umbral efectivo G˜0. En dicho l´ımite, los potenciales
del tipo ley de la potencia (7.1) dejan de ser estrictamente convexos, el cara´cter de las
ecuaciones que gobiernan el feno´meno cambia y aparece la posibilidad de que se establezcan
campos de densidad de corriente discontinuos. De hecho, los resultados de Donev et al.
(2002) y Duxbury et al. (2006) muestran que cuando el campo macrosco´pico alcanza el
umbral efectivo el flujo de corriente se localiza en caminos, la cual es la solucio´n al problema
llamado “del camino ma´s corto”.
Para compuestos de part´ıculas ma´s resistivas (G
(2)
0 > G
(1)
0 ), las estimaciones GSEC no
predicen un efecto en el umbral efectivo debido a la adicio´n de inclusiones, es decir,
G˜0
G
(1)
0
= 1, (7.9)
independientemente del contraste y de la concentracio´n de inclusiones. De acuerdo con Dux-
bury et al. (2006), en este caso el camino de la corriente intenta evitar las inclusiones pero al
mismo tiempo trata de mantener su direccio´n lo ma´s recta posible. Las estimaciones GSEC
son consistentes con un camino totalmente recto. Por otra parte, los l´ımites SEC y BT+
predicen la aparicio´n de un efecto y por ende son consistentes con densidades de corriente
que sean o bien difusas o bien localizadas a lo largo de l´ıneas curvas en lugar de rectas. El
hecho que el l´ımite BT+ sea obtenido considerando densidades de corriente uniformes en el
borde exterior de la esfera compuesta le impide capturar la presencia de campos de corriente
localizados.
Por otra parte, para compuestos con inclusiones menos resistivas (G
(2)
0 < G
(1)
0 ), las esti-
maciones GSEC s´ı predicen un efecto en el umbral efectivo debido al agregado de part´ıculas.
Se puede demostrar que dichas estimaciones se reducen a
G˜0
G
(1)
0
=
1− θ(2)√
2θ(2)
1
k[k α(k)− 1]
f‖(k) + kf⊥(k)√
f‖(k) + f⊥(k)
+
G
(2)
0
G
(1)
0
, (7.10)
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donde las funciones f‖ y f⊥ esta´n dadas por
f‖(k) = k [1 + k α(k) (1− 2α(k))] y f⊥(k) = (2 + k)α(k)− 3, (7.11)
y la relacio´n de anisotrop´ıa k > 1 es solucio´n a la ecuacio´n no lineal
1− α(k) =
√
θ(2)
2
(
k − 1
k
√
f‖(k)− G
(2)
0
G
(1)
0
√
f‖(k) + f⊥(k)
)
. (7.12)
De acuerdo con Duxbury et al. (2006), en este caso el camino de la corriente busca la inclusio´n
pero al mismo tiempo trata de mantener su direccio´n lo ma´s recta posible. Consecuentemente,
la inclusio´n interactu´a au´n cuando su fraccio´n volume´trica es infinitesimalmente pequen˜a.
Esto es esperable que se traduzca en una expansio´n no anal´ıtica del umbral efectivo para casos
diluidos. Esto es exactamente lo que las estiamciones GSEC predicen. La Figura 7.1-c muestra
estimaciones GSEC para el caso de G
(2)
0 /G
(1)
0 = 0,5 como funcio´n de la concentracio´n de
inclusiones θ(2), junto con los correspondientes l´ımites de SEC y Weiner. De hecho, se puede
observar que mientras los l´ımites exhiben una pendiente lineal en θ(2) = 0, las estimaciones
GSEC presentan una pendiente infinita. Puede demostrarse que la expansio´n diluida de
(7.10) es
G˜0
G
(1)
0
= 1− 3
2
(
1− G
(2)
0
G
(1)
0
)4/3 (π
2
)2/3(θ(2)
2
)2/3
, (7.13)
que es no-anal´ıtica en θ(2) = 0. Esta “singularidad del caso diluido” tambie´n fue observada
en la rotura de diele´ctricos de medios discretos (Duxbury et al. 1995) y continuos (Duxbury
et al. 1990), as´ı como en la fractura du´ctil de medios porosos (Roux & Franc¸ois 1991). Una
expansio´n diluida similar con exponente de 2/3 fue encontrada para compuestos diele´ctricos
bi-dimensionales (Ponte Castan˜eda 2001). Sin embargo, en compuestos perio´dicos, aparecen
diversas singularidades. Conside´rese un arreglo cu´bico de inclusiones esfericas embebidas
en una matriz cuyo umbral es superior. En ese caso, el “camino ma´s corto” corresponde
a una l´ınea recta pasando a trave´s de las inclusiones. Es sencillo ver que dichos campos
implican que 1 − G˜0/G(1)0 ∼ (θ(2))1/3 —ve´ase Idiart et al. (2009) para un ana´lisis similar
en so´lidos viscopla´sticos bi-dimensionales. Una comparacio´n con la expresio´n (7.13) siguiere
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que la aleatoriedad debilita la singularidad del l´ımite diluido. En todo caso, es importante
remarcar el hecho que las estimaciones de la secante generalizada son capaces de capturar
dichos efectos que aparecen ante fuertes no linealidades.
Finalmente, en la Figura 7.1-d las estimaciones GSEC son presentadas como funcio´n del
contraste en la heterogeneidad, con G
(2)
0 ≥ G(1)0 , para diversos valores del ı´ndice de no lineali-
dad (m = 1, 3, 10,∞). Dichas estimaciones son comparadas con el l´ımite superior de Weiner,
que es insensible a m, y la expansio´n asinto´tica exacta de segundo orden (SOE) de Blumen-
feld & Bergman (1991). Se debe notar que el rango de validez de dichas expresiones se reduce
a medida que m → ∞, donde las estimaciones GSEC, tambie´n exactas en segundo orden
en el contraste, no se ven degeneradas. Tambie´n puede observarse que a medida que la no
linealidad se incrementa, las estimaciones GSEC tienden a saturarse cada vez para menores
contrastes. Por ende, las no linealidades aplifican el efecto del contraste en la heterogeneidad.
7.3. Resultados para sistemas de tipo granulares
En esta seccio´n se reportan resultados, a modo de ejemplo, para so´lidos de dos fases con
comportamiento del tipo “ley de la potencia” donde fue utilizado el me´todo de Aproximacio´n
del Medio Efectivo (EMA) de Bruggemann (1935) para estimar el potencial efectivo del
compuesto lineal de comparacio´n. Dicha aproximacio´n es apropiada para microestructuras
granulares (e.g., Milton, 2001). Las estimaciones del tipo EMA se obtienen fijandoM(0) = M˜0
en la expresio´n (7.4). Contrariamente a la aproximacio´n MGA, este caso no fija campos
uniformes en ninguna de las fases. Por ello, la expresio´n (7.4) deja de ser expl´ıcita para
M˜0, conllevando a dos ecuaciones no lineales para las movilidades efectivas M˜‖,⊥, adema´s de
las cinco ecuaciones para las variables gˆ
(r)
‖,⊥ y g
(1). Dicho sistema completo de ecuaciones no
lineales generalmente debe ser resuelto de manera nume´rica.
A continuacio´n las nuevas estimaciones de la secante generalizada (GSEC) del tipo EMA
son comparadas con los l´ımites elementales de Weiner y con las estimaciones secantes (SEC)
del tipo EMA planteadas por Ponte Castan˜eda (1992). Cabe recordar que las estimaciones
SEC proveen una cota superior estricta para las estimaciones GSEC correspondientes. Las
Figuras 7.2-a y -b muestran varias predicciones para la resisitivdad efectiva G˜0, normalizada
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a) b)
c) d)
Figura 7.2: Estimaciones del me´todo EMA para la resistividad efectiva de un compuesto bifa´sico
en funcio´n de la no linealidad material (m) y de la concentracio´n de inclusiones (θ(2)).
con la resistividad G
(1)
0 , como funcio´n del ı´ndice de no linealidad m ≥ 1, para θ(2) = 0,25 y
para los dos valores extremos del contraste en la resistividad. En el caso lineal las estima-
ciones SEC y GSEC concuerdan completamente con las estimaciones lineales EMA, en la
cuales esta´n basadas. Sin embargo, en el caso no lineal dichas estimaciones arrojan diferentes
predicciones con las estimaciones GSEC siempre por debajo de las SEC, como es esperable.
Una comparacio´n con los resultados previos de la Figura 7.1 muestra que, contrariamente
a las cotas de Weiner, las estimaciones de comparacio´n lineal son capaces de capturar cier-
ta interaccio´n entre la microestructura y la alinealidad material. Se presentan tambie´n las
estimaciones duales de la secante generalizada (GSEC*) para evaluar el taman˜o del duality-
81
gap. Una vez ma´s la diferencia encontrada es en general muy pequen˜a y las predicciones
convergen al mismo valor para el caso de m → ∞ solamente cuando G(2)0 = 0. Cuando
G
(2)
0 =∞ el duality-gap persiste en el l´ımite, si bien es tan pequen˜o que virtualmente pueden
ser consideradas iguales incluso en ese caso.
De hecho, contrariamente a las estimaciones GSEC basadas en la aproximacio´n MGA, las
estimaciones basadas en la aproximacio´n EMA para m→∞ predicen un efecto finito en el
umbral efectivo debido a la adicio´n de una segunda fase, independientemente del contraste en
los umbrales locales. En dicho l´ımite de no linealidad, las estimaciones GSEC para sistemas
materiales cuya fase r = 2 es un conductor io´nico ideal (G
(2)
0 = 0) pueden ser reducidas a
G˜0
G
(1)
0
= (1− θ(2))

1 +
√√√√θ(2)
2
g‖(k˜)
g(k˜)
2 + θ(2)
2
g⊥(k˜)
g(k˜)

−1/2
, (7.14)
donde las funciones g son
g‖(k˜) = −(1− 2 θ(2) + 8 θ(2) k˜) +
(
1 + 10 θ(2) + 8 θ(2) k˜
)
k˜ α(k˜)
+
(
2− 8 θ(2) + (1− 10 θ(2)) k˜
)
k˜ α(k˜)2
−
(
4− 8 θ(2) + (1 + 2 θ(2)) k˜
)
k˜2 α(k˜)3 + 2 k˜3 α(k˜)4, (7.15)
g⊥(k˜) = (1− θ(2)) k˜ (k˜ α(k˜)− 1)2
(
3− (2 + k˜)α(k˜)
)
, (7.16)
g(k˜) =
θ(2)
2
(1− 2 θ(2))− (1− 3 θ(2) − 2 (θ(2))2) k˜ + (1− θ(2))θ(2) k˜2
+
[(
2− 13
2
θ(2) − (θ(2))2
)
k˜ + 2 (1− 4 θ(2) + (θ(2))2) k˜2 + θ(2)(1− θ(2)) k˜3
]
α(k˜)
−
[
(1− 2 θ(2) − 2 (θ(2))2) +
(
4− 25
2
θ(2) + 4 (θ(2))2
)
k˜ + (1 + θ(2) − 2 (θ(2))2) k˜2
]
k˜ α(k˜)2
+
[
2 (1− 2 θ(2)) +
(
2− θ
(2)
2
)
k˜
]
k˜2 α(k˜)3 − k˜3 α(k˜)4. (7.17)
Dichas funciones son funciones de la relacio´n efectiva de anisotrop´ıa k˜ = M˜‖/M˜⊥, que es
solucio´n de la ecuacio´n no lineal
θ(2)
2
g‖(k˜)
g(k˜)
=
1
(k − 1)2 (7.18)
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con la relacio´n de anisotrop´ıa k de la fase r = 1 dada por
k =
1− k˜ α(k˜)
1− α(k˜)
θ(2) + k˜(1− θ(2))− k˜ α(k˜)
1− 2 θ(2) (1− k˜)− k˜ α(k˜)
. (7.19)
Por otro lado, las estimaciones GSEC*1 para materiales cuya fase r = 2 es un aislante io´nico
ideal (G
(2)
0 =∞) pueden reducirse a
G˜0
G
(1)
0
=

1 +
√√√√θ(2)h‖(k˜)
h(k˜)
2 + θ(2)h⊥(k˜)
h(k˜)

1/2
−
√√√√θ(2)h‖(k˜)
h(k˜)
, (7.20)
donde las funciones h son
h||(k˜) =
[(
1 + k˜ (α(k˜)− 2)
)2 (
k˜ α(k˜) (2α(k˜)− 1)− 1
)
+ 2 θ(2)
(
1− k˜ (6− 7α(k˜) + 4α(k˜)2) + k˜2 (2 + α(k˜)2)
+ k˜3 α(k˜) (2− 6α(k˜) + 3α(k˜)2)
)]
k˜, (7.21)
h⊥(k˜) = (1− θ(2))
[
1− k˜ (2− α(k˜))
]2 [
3− (2 + k˜)α(k˜)
]
, (7.22)
h(k˜) = −2
(
−1 + 2 k˜ + (α(k˜)− 2)α(k˜) k˜2
)2
+ 4 (θ(2))2 (k˜ − 1)2
(
−1 + (α(k˜)− 1)k˜2 α(k˜)
+ k˜ (2α(k˜)− 1)
)
+ θ(2)
(
6− k˜ (13 + 8α(k˜))
+ k˜4 α(k˜) (4 + 4α(k˜)− 5α(k˜)2) + k˜2 (12 + 17α(k˜)
− 2α(k˜)2) + k˜3 (4− 40α(k˜) + 25α(k˜)2 − 4α(k˜)3)
)
. (7.23)
E´stas son funciones de la relacio´n de anisotrop´ıa efectiva k˜, que son solucio´n de la ecuacio´n
no lineal 1 +
√√√√θ(2)h‖(k˜)
h(k˜)
2 + θ(2)h⊥(k˜)
h(k˜)
=
1 + k − 1
k
√√√√θ(2)h‖(k˜)
h(k˜)
2 (7.24)
1En este caso, las expresiones matema´ticas obtenidas a trave´s de la formulacio´n dual son ma´s simples que
las obtenidas con la formulacio´n primaria.
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con la relacio´n de anisotrop´ıas k de la fase r = 1 dada por
k =
(
k˜ α(k˜)− 1
)
k˜
1 + k˜ (α(k˜)− 2) + 2 θ(2) (k˜ − 1)[
(k˜ α(k˜)− 1)− θ(2) (k˜ − 1)
] [
1 + (α(k˜)− 2)k˜
] . (7.25)
Dichas estimaciones son graficadas en las Figuras 7.2-c y -d en funcio´n de la fraccio´n
volume´trica θ(2). En el l´ımite diluido θ(2) → 0 dichas estimaciones coinciden a primer orden
con las expansiones diluidas de las estimaciones correspondientes del tipo MGA. Esto se
debe a que la estimaciones EMA y MGA en las cuales esta´n basadas presentan el mismo
comportamiento en concentraciones diluidas. De esta manera, las estimaciones GSEC ba-
sadas en las aproximaciones EMA tambie´n presentan singularidades para concentraciones
diluidas y son consistentes con las localizaciones de los campos, como fue discutido en el
contexto de las aproximaciones MGA. Sin embargo, para altas concentraciones θ(2) las esti-
maciones GSEC del tipo EMA presentan un comportamiento percolativo acerca´ndose a una
fraccio´n volume´trica cr´ıtica θ
(2)
c < 1. Dicha percolacio´n es la misma que la presente en las
aproximaciones EMA lineales en las cuales las estimaciones GESC esta´n basadas, es decir
dependientes de la dimensio´n espacial de los campos pero no de la no linealidad del material,
como es esperable. En el caso que la fase r = 2 sea un aislante io´nico ideal (G
(2)
0 = ∞)
la percolacio´n ocurre en el valor cr´ıtico θ
(2)
c = 2/3, mientras que en el caso opuesto en que
la fase r = 2 sea un conductor ideal (G
(2)
0 = 0) la percolacio´n aparece en un valor cr´ıtico
menor θ
(2)
c = 1/3. Cerca de dichos l´ımites de percolacio´n la resistividad efectiva no lineal
se comporta como G˜0 ∼ G(1)0 (θ(2)c − θ(2))±s, donde s es un exponente cr´ıtico. Dado que las
estimaciones SEC son cotas en s´ı mismas, que tambie´n presentan percolacio´n, dicho expo-
nente debe satisfacer el l´ımite inferior s ≥ 1/2 para G(2)0 = ∞ y el l´ımite superior s ≤ 1/2
para G
(2)
0 = 0. Expandiendo las expresiones (7.14) y (7.20) puede verificarse que las estima-
ciones GSEC presentan un comportamiento percolativo con exponentes s = ±1/2, que son
ide´nticos a los correspondientes a los l´ımites. En esta observacio´n, vale la pena destacar que
una te´cnica lineal de comparacio´n ma´s antigua propuesta por Ponte Castan˜eda & Kailasam
(1997) y basada en una linealizacio´n tangente alrededor de los promedios de las fases llevaba
a exponentes cr´ıticos de s = 0 para G
(2)
0 = ∞ y s = 1 para G(2)0 = 0, violando por ende
las cotas. Como ya fue indicado por Ponte Castan˜eda (2001), esta mejora que presentan las
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estimaciones de la secante generalizada en comparacio´n con las estimaciones tangentes, es
directamente atribuible al uso de la fluctuaciones de los campos —que quedan no acotadas
en la percolacio´n— en el esquema de linealizacio´n.
Se concluye esta discusio´n remarcando que el so´lido lineal de comparacio´n en el cual se
apoyan las estimaciones GSEC basadas en una aproximacio´n del tipo EMA pueden presentar
tensores de movilidad negativos definidos cuando la no linealidad es lo suficientemente alta.
De hecho, aun sea k˜ > 0 para cualquier valor de m, la relacio´n de anisotrop´ıa asociada k pasa
a ser negativa para valores de m suficientemente altos. Rigurosamente, el potencial efectivo
correspondiente U˜0, como es detallado en (6.10), deja de ser un mı´nimo y se convierte en un
valor estacionario. Este hecho genera algunas dudas sobre la validez de dichas estimaciones
EMA para compuestos cuyas fases tienen comportamientos del tipo ley de la potencia con
no linealidades suficientemente altas. Estas cuestiones no son exclusivamente debidas al uso
de estimaciones lineales EMA, ya Idiart & Ponte Castan˜eda (2005) identificaron esta situa-
cio´n en estimaciones de la secante generalizada para compuestos viscopla´sticos utilizando un
me´todo lineal diferente. Sin embargo, las estimaciones para la resistividad alineal efectiva
siguen satisfaciendo las cotas rigurosas y arrojan predicciones razonables. Durante el curso
del presente trabajo de tesis, Ponte Castan˜eda (2015) propuso una formulacio´n del me´todo
de la secante generalizada que podr´ıa dar predicciones ma´s precisas sin presentar esta fa-
lencia matema´tica. Si bien dicha te´cnica esta´ solamente disponible hoy en d´ıa para so´lidos
cristalinos, podr´ıa ser adaptada para otro tipo de so´lidos incluyendo los considerados aqu´ı.
Por ende ma´s esfuerzos deber´ıan ser dedicados al estudio de dicho tema.
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Conclusiones
Se ha propuesto un formalismo teo´rico de medios continuos multiescala para describir
el transporte io´nico a trave´s de electrolitos so´lidos microestructurados. Las ecuaciones de
campo para cada escala se obtuvieron mediante el me´todo de convergencia multiescala. El
formalismo es va´lido para electrolitos con un nu´mero arbitrario de fases microestructurales
capaces de polarizarse ele´ctricamente y de transportar un nu´mero arbitrario de especies io´ni-
cas por electromigracio´n y difusio´n. La respuesta de cada fase se describe mediante su energ´ıa
libre y un potencial de disipacio´n convexos en conformidad con el formalismo de materiales
esta´ndar generalizados. Esto garantiza la consistencia termodina´mica de las predicciones re-
sultantes. El formalismo permite pues describir respuestas tanto lineales como no lineales. En
el l´ımite de homogenizacio´n, las ecuaciones de campo microsco´picas se desacoplan de manera
tal que la difusio´n de cada especie io´nica y la polarizacio´n ele´ctrica del medio pueden tra-
tarse separadamente. Las capacidades del formalismo fueron evaluadas tanto en el contexto
de microgeometr´ıas resolubles como en el contexto de microestructuras estoca´sticas.
La formulacio´n multiescala desarrollada fue aplicada, a modo de casos de estudio, a di-
ferentes microgeometr´ıas en particular. En primer lugar se analizo´ un sistema cilindr´ıtico
lineal en el cual se pudo concluir que la presencia de una mayor cristalinidad no implica ne-
cesariamente una menor movilidad macrosco´pica, contrariamente a lo usualmente divulgado
en la bibliograf´ıa de referencia. En la misma l´ınea se pudo concluir que la fase amorfa no
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presenta siempre mejores propiedades de trasporte que la fase cristalina.
Tambie´n fueron estudiados sistemas materiales no lineales del tipo matriz-part´ıcula y
granulares, utilizando una lineaizacio´n basada en el me´todo de la secante generalizada. Los
resultados obtenidos en dichos casos son consistentes con las cotas estrictas del problema,
incluso para fuertes no linealidades y concentraciones entorno a la percolacio´n. Dentro de
los resultados obtenidos adema´s se pudo verificar que para los casos de respuestas del tipo
umbral los resultados son consistentes con flujos io´nicos localizados en caminos de mı´nima
energ´ıa.
Ma´s alla´ de los resultados particulares obtenidos a trave´s de este desarrollo, si bien
dicho formalismo permitira´ estudiar numerosos problemas de intere´s para el desarrollo de
electrolitos so´lidos, resta considerar varias cuestiones importantes que no fueron abordadas en
el presente trabajo. En primer lugar, resta considerar el problema multiescala no estacionario.
Recientemente, Salvadori et al. (2014) y Brassart & Stanier (2016) consideraron problemas
de difusio´n multiescala no estacionarios valie´ndose del principio de Hill-Mandel en lugar del
me´todo de convergencia multiescala aqu´ı utilizado. En estos trabajos se encuentra que el
flujo de iones macrosco´pico esta´ dado no so´lo por el promedio volume´trico del flujo de iones
microsco´pico en el elemento de volumen representativo sino que tambie´n depende de la tasa
de variacio´n de la concentracio´n de iones en dicho volumen. En el caso de flujos estacionarios
esta u´ltima contribucio´n se anula y la relacio´n entre los flujos microsco´picos y macrosco´picos
coincide con la obtenida en el presente trabajo. Pero no es evidente que´ relacio´n surgira´ para
el problema no estacionario al utilizar el me´todo de convergencia multiescala.
En segundo lugar, resta incorporar al formalismo efectos de interfaces materiales. Eviden-
cias experimentales recientes (ve´ase por ejemplo Cheng et al., 2015) plantean la posibilidad
de que sean las capas amorfas encerradas entre zonas semicristalinas las de mayor conducti-
vidad que el resto de la microestructura semicristalina, siendo as´ı dichas interfaces las que
mayor peso tengan en la determinacio´n de la conductividad io´nica macrosco´pica del material.
Adema´s de dichas evidencias, se cree importante la posibilidad de considerar la presencia de
doble capas ele´ctricas. Es probable que para ello deba incorporarse una densidad volume´tri-
ca de cuadripolos como descriptor adicional del estado material. Ello conllevara´ a teor´ıas
constitutivas de tipo gradiente con condiciones de salto en las interfaces materiales. Si bien
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este tipo de formalismos no han podido ser utilizados au´n en el contexto de microestructuras
estoca´sticas, ciertamente podr´ıan utilizarse para generar predicciones basadas en microgeo-
metr´ıas resolubles como las consideradas en el Cap´ıtulo 4 (ve´ase, por ejemplo, Idiart & Fleck
2008).
Se ha mencionado ya que la deformacio´n meca´nica puede producir cambios significativos
en la conductividad io´nica de electrolitos polime´ricos. En vista del fuerte desarrollo de la
flexoelectro´nica actualmente en curso, ser´ıa deseable pues desarrollar un formalismo teo´rico
para el transporte io´nico que tenga en cuenta las deformaciones del medio y la evolucio´n
de la microestructura concomitante. Teor´ıas multiescala puramente meca´nicas para mate-
riales polime´ricos microestructurados bajo grandes deformaciones ya han sido propuestas
por Lopez-Pamies et al. (2008) y Racherla et al. (2010), entre otros. Por otro lado, teor´ıas
electromeca´nicas para sistemas bajo grandes deformaciones pero sin microestructura ya han
sido propuestas por Xiao & Bhattacharya (2008) y Bower et al. (2011), entre otros. Un for-
malismo para el transporte io´nico a trave´s de medios microestructurados deformables podr´ıa
derivarse combinando elementos propuestos en estos trabajos.
En este punto creemos oportuno agregar que las caracterizaciones experimentales reque-
ridas para apoyar las teor´ıas a desarrollarse e incluso para las ya desarrolladas, tienen au´n
sectores vitales inexplorados en profundidad o incluso completamente inexplorados. En el
presente trabajo se han citado varios trabajos e incluso se ha presentado un pequen˜o grupo
de experimentos propios realizados sobre un caso modelo para probar la potencialidad de las
teor´ıas derivadas. Pero encontramos a lo largo de este trabajo de tesis una falta marcada de
evidencia experimental detallada que permita disponer valores de los numerosos para´metros
materiales necesarios para obtener resultados teo´ricos comparables con los experimentales.
Creemos que algo similar ocurre con los incipientes desarrollos de teor´ıas que combinen el
transporte io´nico con el comportamiento meca´nicos de estos so´lidos microestructurados.
Por u´ltimo, se han identificado falencias en el me´todo de linearizacio´n de tipo secante
generalizada. Es posible que dichas falencias provengan del hecho de que el procedimiento
variacional utilizado no es completamente estacionario respecto a las propiedades del medio
lineal de comparacio´n. Este u´ltimo esta´ caracterizado por tensores de movilidad y gradientes
de referencia. La linearizacio´n tangente inicialmente propuesta por Ponte Castan˜eda (1996)
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se obtiene a partir de una condicio´n de estacionaridad de la funcio´n objetivo respecto a los
gradientes de referencia; los tensores de movilidad se identifican con la movilidad tangente
de manera ad-hoc. Por otro lado, la linearizacio´n secante generalizada posteriormente pro-
puesta por Ponte Castan˜eda (2001) y utilizada en el presente trabajo se obtiene a partir de
una condicio´n de estacionaridad de la funcio´n objetivo respecto a los tensores de movilidad;
en este caso son los gradientes de referencia los que se identifican con los promedios por fase
de manera ad-hoc. Hasta ahora no se hab´ıa logrado derivar una linearizacio´n que surgiera de
condiciones de estacionaridad respecto a ambas propiedades simulta´neamente. Esto habr´ıa
sido finalmente logrado en un trabajo publicado por Ponte Castan˜eda (2015) durante la re-
daccio´n de estas l´ıneas. Si esta nueva linearizacio´n completamente estacionaria resuelve en
efecto las falencias encontradas, contaremos finalmente con un poderoso me´todo de lineari-
zacio´n para derivar teor´ıas constitutivas no lineales de medios continuos microestructurados.
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Ape´ndice
A continuacio´n se presentan las gra´ficas resultado de los experimentos que han permitido
obtener los valores expuestos en el Cap´ıtulo 2.
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Figura A1: Curva resultado del ana´lisis de calorimetr´ıa diferencial para probeta de PEO sin dopar
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Figura A2: Curva resultado del ana´lisis de calorimetr´ıa diferencial de la Probeta 2 de PEO:Li 20:1
– Dı´a 1
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Figura A3: Curva resultado del ana´lisis de calorimetr´ıa diferencial de la Probeta 2 de PEO:Li 20:1
– Dı´a 17
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Figura A4: Curva resultado del ana´lisis de calorimetr´ıa diferencial de la Probeta 2 de PEO:Li 20:1
– Dı´a 34
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Figura A5: Curva resultado del ana´lisis de calorimetr´ıa diferencial de la Probeta 2 de PEO:Li 20:1
– Dı´a 65
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Figura A6: Curva resultado del ana´lisis de calorimetr´ıa diferencial de la Probeta 3 de PEO:Li 20:1
– Dı´a 17
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Figura A7: Curva resultado del ana´lisis de calorimetr´ıa diferencial de la Probeta 3 de PEO:Li 20:1
– Dı´a 34
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Figura A8: Curva resultado del ana´lisis de calorimetr´ıa diferencial de la Probeta 3 de PEO:Li 20:1
– Dı´a 65
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Figura A9: Curva resultado de los ana´lisis de difraccio´n de rayos X de probeta de PEO:Li 20:1 –
Dı´as 17 y 45
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